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Introduccion

Este libro, Fundamentos fisicos de los procesos bioldgicos, se ha conce-
bido como una ayuda para los estudiantes de los primeros cursos de titula-
ciones cuyo objeto de estudio principal sean las Ciencias de la Vida, como
la Biologia, la Medicina, la Farmacia, la Veterinaria y otras, en las que sea
necesario manejar algunas nociones bésicas de la Fisica. No se supondra, por
lo tanto, la existencia de ningin conocimiento previo en esta materia, circuns-
tancia frecuente en quienes inician estudios en Ciencias de la Vida. Lo Unico
que se presupone es el conocimiento de las matematicas elementales corres-
pondientes al nivel de bachillerato. De todas formas, se recuerdan algunos
conceptos y formulas importantes en el texto y en los apéndices.

El contenido del libro resulta de una modificacién de un libro anterior,
escrito por los mismos autores, llamado Fisica de los procesos bioldgicos y
publicado en 2004 por Ariel. La modificacion principal consiste en la elimi-
nacion de las partes mas generales de la Fisica y un enfoque mas centrado en
las aplicaciones al mundo de la Biologia, lo que se ha traducido en una reduc-
cién neta de contenidos y una mas estricta seleccion de estos en lo que afecta
a la explicacion de ciertos fendbmenos biol6gicos. Una gran parte del texto que
ahora presentamos es similar al anterior, aunque se ha cambiado el contexto
en gue se introducen algunas nociones de Fisica con objeto de hacerlas mas
directamente aplicables a las Ciencias de la Vida. Al mismo tiempo, se han
incorporado mas ejercicios para mejor adaptarse a los cambios que se estan
produciendo en el perfil y desarrollo de los estudios universitarios.

Con todo, sigue siendo y se ha construido como un libro de Fisica en el
que se introducen los conceptos y la metodologia propios de esta ciencia,
aunque se busca, en todo momento, aplicar los resultados obtenidos al &mbito
de los seres vivos. El hecho, ademas, de que no se requieran conocimientos
previos en esta materia por parte del lector implica que cada tema sea presen-
tado desde su inicio, indicando lo que significa en el mundo fisico en general,
con aplicaciones y ejemplos, y con un énfasis especial en el ambito de las
Ciencias de la Vida, a fin de mejor entender sus leyes y familiarizar al lector
con el modo de tratar y formular los problemas fisicos.
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iv Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

El programa, igual que el del texto anterior, cubre todos los contenidos
minimos u obligatorios de los programas de las carreras mencionadas en el
primer parrafo, a desarrollar en uno o dos semestres. Pero va mas alla, tanto
en el desarrollo de cada tema como en el catalogo de temas, incorporando
otros contenidos que seran de interés en estados mas avanzados del estudio
de larelacion entre Fisica y Ciencias de la Vida. Intentamos que sirva de refe-
rencia permanente para aclarar las nociones de Fisica que aparecen unay otra
vez en determinadas ramas del estudio de los seres vivos.

Para el estudiante y el publico en general, la Fisica y la Biologia se presentan
como disciplinas cientificas muy distintas, incluso contradictorias o incompati-
bles en sus métodos. Y es cierto que hay diferencias en su objeto de estudio, en
su metodologia y también en su lenguaje. La Fisica se ocupa normalmente de sis-
temas simples que se pueden caracterizar con unos pocos pardmetros, incidiendo
siempre en los aspectos cuantitativos de las leyes que rigen su comportamiento,
lo que implica un alto grado de formalizacién matematica y un método deduc-
tivo a partir de unos principios generales, lo que le confiere una gran potencia
predictiva. Por supuesto, se llega a esos principios generales desde la observa-
cion y la experimentacion de los fendmenos naturales, es decir, tienen una natu-
raleza empirica, muy distinta de la de los postulados puramente matematicos. La
Biologia, por su parte, se ocupa de los sistemas mas complejos que existen en
el mundo fisico, los seres vivos, cuyo comportamiento no puede caracterizarse
Unicamente con ayuda de unos pocos parametros y cuya estructura no puede
entenderse fuera del marco evolutivo, de la historia concreta de la vida sobre este
planeta, sujeta a contingencias impredecibles que cristalizan en las formas de
vida actualmente existentes. La Biologia es mas descriptiva, menos deductiva, y
su lenguaje no es el lenguaje altamente formalizado de las matematicas.

Y, sin embargo, los seres vivos forman parte del mundo fisico y, por lo tanto,
se ven afectados por las leyes generales que rigen el comportamiento de cual-
quier sistema fisico, ya sea la gravedad, la tension superficial, los intercambios
de energia, la dindmica de los fluidos o las interacciones electromagnéticas. El
funcionamiento de los seres vivos y de sus distintos 6rganos Y tejidos, su estruc-
tura y su relacion con el entorno, estan condicionados por las leyes generales de
la Fisica, lo que constituye el nivel mas béasico de relacion entre Fisica y Ciencias
de la Vida. Existe otro nivel, mas instrumental, que se refiere a la utilizacion, en
los laboratorios de préacticas y de investigacion, asi como en otros ambitos de
la actividad profesional relacionados con las Ciencias de la Vida, de equipos e
instrumentos basados en fendmenos fisicos, o surgidos de la actividad de investi-
gacion en Fisica, que permiten observar ciertas caracteristicas de los seres vivos.
Ambos aspectos, basico e instrumental, estan presentes en el libro.
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Desde luego, seria absurdo pretender que entenderemos a los seres vivos
si conocemos bien los fendmenos fisicos en los que se basa su actividad
vital. Se trata de sistemas tan complejos y con una componente “historica”
tan fuerte que, en nuestro estado actual de conocimientos, solo es posible
formular en términos fisicos algunos aspectos de su actividad y estructura.
Pero también seria absurdo pensar que podemos entenderlos haciendo abs-
traccion del mundo fisico en el que viven y evolucionan y cuyas leyes les
afectan. Es de gran importancia comprender que se trata de sistemas que
deben ajustarse a lo estipulado por las leyes de la Fisica, desde las que se
refieren a los &tomos y moléculas que los constituyen, hasta las que regulan
el comportamiento térmico y dindmico de conjuntos de muchas particulas y
extrema complejidad. Las leyes de la Fisica plantean limites a la actividad
vital que deben ser tenidos en cuenta, de forma que el juego de la evolucion
biologica debe discurrir dentro de esos limites. Como veremos en muchos
de los casos tratados en el texto, lo dificil es plantear de forma correcta la
aplicacién de una ley fisica general al caso particular de un organismo o una
funcion bioldgica.

En todo caso, la finalidad de las dos ciencias es idéntica: entender e inter-
pretar los fendbmenos naturales en términos de hipétesis que puedan ser con-
frontadas con la observacion o el experimento. Aunque, teniendo en cuenta
que la complejidad de los seres vivos es superior a la de cualquier sistema
inanimado, la aproximacion usual en la Fisica se enfrenta con numerosas
limitaciones y requiere adaptaciones a su nuevo objeto de estudio. Lo que no
obsta para que, cuando se dilucida el fendmeno fisico que subyace a una deter-
minada funcién vital, se entienda esta de forma clara, asi como el espectro de
alternativas posibles permitidas por las leyes de la Fisica y la logica del pro-
ceso evolutivo que ha conducido a esa solucion especifica.

A los autores, cientificos cuya disciplina de origen es la Fisica, nos resulta
especialmente grato dejar constancia de que, durante nuestra experiencia
docente en la materia y la preparacion de este texto, hemos adquirido con-
ciencia de las contribuciones que la Fisica, a lo largo de su historia, debe a
numerosos bidlogos, fisidlogos y médicos, especialmente en el desarrollo de
las teorias termodinamicas y la fisica de fluidos.

Como se ha indicado anteriormente, el presente texto resulta de la modi-
ficacion de un libro anterior. Afrontar una revision y reelaboracion de una
obra con objetivos similares solo es concebible si se ha recibido la justa com-
binacion de elogios y criticas relativas al primer texto que nos ha permitido
concluir que el esfuerzo merece la pena. Asi que, ademas de los agradeci-
mientos que figuran en esa primera obra a las personas que nos ayudaron en
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la tarea de componerla, los autores nos sentimos en la obligacion de afadir
aqui nuestro agradecimiento a los muchos colegas y amigos que han tenido la
generosidad de hacernos participes de sus opiniones y sugerencias de modi-
ficacion, lo que nos ha ayudado a identificar tanto aquellos contenidos que
debian cambiarse como aquellos merecedores de mantenerse en este nuevo
empefio. En particular, Jose Manuel Calleja, Juan Rojo y Elena Escudero,
quienes han realizado una detallada lectura de la obra y cuyos comentarios
han resultado especialmente esclarecedores. Sin olvidar a Carmen Gilabert y
Alvaro Moreno, que han corrido con la siempre peliaguda tarea de crear las
ilustraciones que ayudan a mejor entender el texto. Huelga decir que los res-
ponsables de posibles deficiencias somos tnicamente los autores. Por ultimo,
deseamos expresar nuestro agradecimiento a los estudiantes de Fisica del
grado en Biologia de la Universidad Auténoma de Madrid, que son responsa-
bles de muchos de los elogios y criticas a los que nos hemos referido, y que
han constituido la principal referencia para juzgar la adecuacion de nuestra
descripcion de los fundamentos fisicos de los procesos bioldgicos.
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Capitulo 1. Cinematica. La
percepcion de la aceleracion

1.1 Posicion y trayectoria de un cuerpo
1.1.1 Dimensiones del espacio

Vivimos en un mundo caracterizado por tener tres dimensiones espaciales
y una temporal, lo que implica que s6lo podemos trazar tres lineas
perpendiculares entre si que coincidan en un punto y no mas. Por lo tanto, el
primer paso en la descripcion de los fendbmenos fisicos consiste en localizarlos,
en dar cuenta de su posicion y del tiempo en el que suceden. Localizar un
cuerpo extenso no es facil y puede hacerse de varias maneras aprovechando
sus propiedades fisicas, tales como su condicion de sélidos, rigidos u otras.
La forma mas elemental de hacerlo es dar la posicién de cada uno de los
puntos que lo componen, asi que empezaremos por describir la posicion (y
el movimiento) de un punto material, al que nos referiremos indistintamente
como punto, particula o cuerpo, en el bien entendido de que los objetos reales
se componen de infinidad de estos puntos y que su movimiento resulta del
movimiento de todos ellos. Méas adelante, encontraremos algunos métodos
de tratar de forma simple cuerpos extensos. En la practica un punto material
puede visualizarse como una particula o pequefio cuerpo cuyas dimensiones
son mucho menores que las dimensiones caracteristicas de su movimiento,
de forma que son irrelevantes y pueden considerarse aproximadamente
cero. Asi, por ejemplo, la Tierra, en su movimiento alrededor del Sol, puede
perfectamente ser considerada como un punto material, ya que su diametro es
mucho maés pequefio que el diametro de la Orbita terrestre. Por el contrario, las
dimensiones de un atomo, del orden de 10-° metros, son importantes cuando
se estudian sus movimientos en una molécula debido a que las distancias
interatbmicas son del mismo orden que su didmetro.
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1.1.2 Sistemas de referencia

La posicion de un cuerpo no es una propiedad intrinseca del mismo,
sino relativa a un objeto o conjunto de objetos, ligados a un observador,
gue se toman como sistema de referencia. Dada la estructura tridimensional
del espacio, el sistema de referencia méas util y facil de manejar es un conjunto
de tres ejes perpendiculares que se cortan en un punto que tomamos como
origen. Puede visualizarse un tal sistema con ayuda de las tres aristas que
forman las paredes con el suelo de una habitacion y que se juntan en uno de
los vértices de la misma. Cada una de las tres direcciones asociadas a los tres
ejes se llaman coordenadas y, convencionalmente, se les conoce por las letras
X, Y, Z.

Definicion. Sistema de referencia bien orientado. Un sistema de tres
ejes perpendiculares X, Y, Z es dextrégiro o bien orientado si se ajusta a la
llamada regla del sacacorchos, es decir, si al llevar por el camino mas corto
el primer eje, el X, sobre el segundo, el Y, un sacacorchos que gire en ese
sentido, se mueve a lo largo del tercer eje, el Z.

a) )

b
=¥

J
[

—tF
"
L}

Fig 1.1. a) Sistema dextrdgiro (bien orientado) de ejes coordenados con los tres vectores
o e
unitarios i, j, k. b) Trayectoria descrita por un movil.

La posicion de un punto en un instante de tiempo queda determinada por
tres nimeros, X, Y, z, que son las componentes del vector posicion r que une el
origen de coordenadas con el punto en cuestion (a partir de ahora, un simbolo
con una pequeia flecha encima denotaréd siempre su caracter vectorial y sera
equivalente al conjunto de sus tres componentes). EI modulo de dicho vector,
que denotaremos normalmente con la misma letra pero sin flecha encima, o
bien acotando el simbolo del vector con trazos verticales, sera:

r:|F‘:«/x2+y2+z2
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Con el paso del tiempo, el cuerpo ird cambiando de posicién, siendo su
trayectoria la curva que resulta de unir todos los puntos por los que pasa.
Esa trayectoria, que describe el movimiento del cuerpo, es la que sigue
también el extremo del vector r, por lo que, en términos matematicos, viene
caracterizada por la funcion r, (t). El tiempo t se referira, por su parte, al
intervalo transcurrido desde un instante que, convencionalmente, se toma
como origen de tiempos, hasta el instante en el que la particula pasa por el
punto de la trayectoria que estemos considerando.

Definicion. Vectores unitarios. Llamamos vectores unitarios a los que
tienen un modulo igual a la unidad y los denotaremos normalmente como
u. Asi, los tres vectores unitarios a lo largo de los tres ejes coordenados

serian, con esta nomenclatura, u?ﬁ?ut Es costumbre, sin embargo,
utilizar la notacion i, ],R para este caso particular. En el resto de los casos,
utilizaremos siempre el simbolo u para designar vectores unitarios. Asi, el
vector r se escribira como:

r=xi+yj+zk

Cuando el movimiento tiene lugar a lo largo de una recta, se dice que
es unidimensional. En ese caso puede siempre escogerse un sistema de
coordenadas tal que uno de sus ejes coincida con la recta a lo largo de la cual
tiene lugar el movimiento, con lo que todas las magnitudes vectoriales que lo
caracterizan, por ejemplo la posicion y la velocidad, tienen dos coordenadas que
son siempre iguales a cero y basta una coordenada, la asociada a la direccion
del movimiento, para describirlo por completo. Si elegimos el eje X como esta
coordenada, entonces la trayectoria viene dada por una tnica funcion x(t).

Puede ocurrir también que el movimiento describa una trayectoria con-
tenida en un plano. Se dice, en este caso, que es bidimensional y, del mismo
modo que en el caso anterior, conviene elegir un sistema de referencia tal que
dos de sus ejes estén contenidos en dicho plano y el tercero sea perpendicular
al mismo. Si definimos los ejes X, Y contenidos en el plano del movimiento,
la coordenada z sera siempre cero y bastaran dos coordenadas, x(t), y(t), para
describir por completo el movimiento.

1.1.3 Unidades de longitud y tiempo

Las coordenadas x, Y, z, son distancias y, por lo tanto, deben ser expresadas
en términos de longitudes. Pero toda magnitud con dimensiones requiere
de la existencia de una unidad, en este caso la longitud de un objeto, o
asociada a un cierto fenomeno fisico facilmente reproducible, que se toma
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convencionalmente igual a 1 y respecto de la cual se comparan todas las
demas longitudes. Las primeras magnitudes elementales, longitud y tiempo,
estan asociadas a la estructura espacio-temporal del mundo fisico, pero no
son las Unicas. En lo sucesivo introduciremos otras dimensiones elementales,
asi como muchas otras magnitudes cuyas dimensiones son funcién de las
elementales. La concurrencia de dimensiones implica que toda relacion
entre magnitudes debe ser homogénea dimensionalmente, ya que no pueden
igualarse ni sumarse magnitudes con diferentes dimensiones. En general, en
una ecuacion entre magnitudes fisicas, los dos miembros deben tener las
mismas dimensiones, asi como los sumandos que aparezcan en cada uno
de ellos. Existe un sistema universalmente aceptado de unidades de medida
para todas las magnitudes fisicas Ilamado Sistema Internacional (Sl), que es
el que utilizaremos de forma consistente a lo largo de todo el libro, aunque a
veces introduzcamos otras unidades que sean usadas por razones historicas o
de comodidad, asi como las reglas de equivalencia entre ellas. Para la longitud
y el tiempo, las unidades del SI son el metro y el segundo.

Definicion. El metro. La unidad de longitud metro fue introducida
durante el siglo XVIII como la diezmillonésima parte del cuadrante del
meridiano terrestre que pasa por Paris, desde el Polo Norte al Ecuador. Tras
una serie de expediciones geofisicas y mediciones de la longitud de dicho
arco de meridiano, se dispuso de un primer patrén que fue el depositado
en 1799 en la Academia de Ciencias Francesa. Ese patron y sus sucesivos
refinamientos es el que perdura como unidad de longitud. Pero hoy sabemos
que la Tierra no es exactamente una esfera. De hecho, la distancia entre el
Polo Norte y el Ecuador a lo largo del meridiano que pasa por Paris, medida
con ayuda de satélites geodésicos, es de 10.002.290 metros, es decir, el metro
patrén de 1799 es 0,229 milimetros méas corto que la diezmillonésima parte
del cuadrante del meridiano terrestre que pasa por Paris, pero es el que
ha pervivido hasta hoy. Posteriormente se fabricaron nuevos prototipos de
materiales cada vez menos sensibles a las perturbaciones externas, y copias
que se distribuyeron por los distintos paises, pero siempre sobre el patron de
1799. En 1960, sin embargo, se considerd que asociar la unidad de longitud
a la distancia entre dos marcas en un barra metélica era poco preciso, y se
introdujo una definicion basada en un nimero de longitudes de onda en el
vacio de un cierto tipo de radiacion electromagnética. Posteriormente, en
1983, la Conferencia General de Pesos y Medidas partié de la velocidad de
la luz para definir el metro como la longitud recorrida por la luz en un cierto
intervalo de tiempo. Méas concretamente, la definicion hoy en vigor es:

El metro es la longitud recorrida por la luz en el vacio durante un
intervalo de tiempo de 1/299.792.458 segundos.
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Notese que esta definicion implica fijar la velocidad de la luz a un valor
exacto de 299.792,458 kilometros por segundo.

Definicion El segundo. Las unidades de tiempo, por su parte, siempre
han estado relacionadas con intervalos entre fendmenos astronémicos o la
duracion de ciertos ciclos observados en los cuerpos celestes. Asi, el segundo
se definié como 1/60 minutos, el minuto como 1/60 horas, la hora como 1/24
dias, y el dia como el tiempo que tarda, en promedio, la Tierra en girar por
completo alrededor de si misma. Como la duracion de los giros terrestres
no es constante y esta sujeta a variaciones, se definié el segundo como la
fraccion 1/86.400 del dia solar promedio hasta que, en 1960, se optd por una
definicion basada en parametros atdmicos, mas precisa que la asociada al
movimiento de la Tierra. Asi, la definicion oficial en vigor es la siguiente:

El segundo es la duracion de 9.192.631.770 periodos de la radiacion
correspondiente a la transicion entre los dos niveles hiperfinos del estado
Jfundamental del cesio 133.

Entodo caso,yapesarde que estas definiciones sean necesarias para efectuar
medidas de precision, lo mas importante desde el punto de vista préactico es
comprender la necesidad de unidades de medida para las magnitudes fisicas
y, en lo que se refiere al metro y al segundo, interiorizar su valor aproximado
en términos de la longitud comprendida entre las marcas del cero y de un
metro en una cinta métrica, y del tiempo que marca el segundero de un reloj.

Es recomendable utilizar siempre en los calculos las cantidades
expresadas en unidades en el Sistema Internacional, lo que asegura su
correccion y permite obtener resultados, de forma consistente, en las unidades
de dicho sistema. Muchas veces es Gtil manejar maltiplos o submdltiplos de las
unidades fundamentales, como, por ejemplo, el kilometro o el centimetro. Los
prefijos utilizados, con sus abreviaturas, vienen especificados en la tabla 1.1.

Tabla 1.1. Nombres y abreviaturas de multiplos y submultiplos

Prefijo Factor Prefijo Factor
deca (da) 10 deci (d) 107!
hecto (h) 100 centi (c) 1072
kilo (k) 10° mili (m) 1073
mega (M) 10° micro () 10-¢
giga (G) 10° nano (n) 107
tera (T) 10% pico (p) 1012
peta (P) 10 femto (f) 1071
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1.2 La velocidad
1.2.1 Definicion

Un cuerpo puede recorrer una trayectoria lentamente (es decir, invirtiendo
mucho tiempo en completarla) o rapidamente (invirtiendo poco tiempo).
La magnitud que describe la mayor o menor rapidez con que se sigue una
trayectoria es la velocidad, definida, en primera aproximacion, como el
cociente entre el espacio recorridoy el tiempo utilizado en recorrerlo. Afinando
un poco mas, puesto que la posicion es una magnitud vectorial, definiremos
la velocidad también como un vector, resultado de dividir el incremento del
vector posicion al pasar de un punto a otro de la trayectoria por el intervalo de
tiempo transcurrido entre dichos puntos:

~ Ar

Vmedia = —

Trayectoria 2

b)

T (t+A1)

X Ty

Fig. 1.2. a) Posiciones sucesivas de una particula en los puntos Ay A’ alcanzadas en
tiempos que difieren At, junto con la variacién del vector posicion, AT .

b) Dos trayectorias distintas se cruzan en dos puntos de forma que la variacion del vector
posicion, Ar , entre esos dos puntos es la misma, aunque los recorridos son distintos.

Lo que hemos definido es todavia un promedio vectorial de velocidades a
lo largo de la trayectoria entre los dos puntos. Pero la velocidad puede variar a
lo largo del recorrido y, ademas, la definicion anterior no nos da informacion
sobre la rapidez real con que se ha recorrido ese trozo de trayectoria, como
puede verse en la figura 1.2.b, en la que la misma velocidad vectorial media
describe dos movimientos muy distintos. Las insuficiencias de esta definicion
de velocidad seran tanto mayores cuanto mas grandes sean los intervalos
Ar y At escogidos. La verdadera nocion de velocidad surge cuando estos
intervalos se hacen cada vez mas pequefios, hasta el limite en el que ambos
son cero y su cociente tiende a un valor que no es otro que la derivada de la
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funcion r(t) (es decir, las derivadas de las tres funciones x(t), y(t), z(t)) con

respecto al tiempo.

- Ar_dr(t) _dx(t)-

V=lim-—= = |
At—0 At dt dt

dy(t) - dz(t)- 3 )
g AT KO, 4y, 0k D)

Lamagnitud asidefinidaeslavelocidad instantdnea, laque tiene el cuerpoen
cada instante y punto de latrayectoriay es, por lo tanto, una funcion del tiempo.
La velocidad instantanea fue una nocion extremadamente dificil de introducir
y de entender en la Antigiiedad, pero hoy en dia su significado intuitivo estd
al alcance de todo el mundo al existir un instrumento, el velocimetro de los
automoviles, cuya significacion es evidente. Mide, precisamente, la velocidad
instantanea del automovil y por eso la aguja que marca la velocidad se mueve
constantemente, al variar ésta en cada momento.

Puede verse en la figura 1.3 que cuando Ar se va haciendo mas pequefio,
su direccion tiende a confundirse con la de la trayectoria, hasta que, en el
limite, la velocidad es un vector tangente en cada punto a la trayectoria.

Z 7

. AT
lim 2+

i oAy

a) )]

Fig. 1.3. a) Velocidad media (vectorial) entre los puntos Ay A’ de la trayectoria.
b) Velocidad instantanea en el punto A. Notese que el limite de Ar es tangente a la
trayectoria. At

El mddulo de v se obtendrd, sencillamente, tomando los modulos de los
dos miembros en la ecuacion vectorial:
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Llamaremos As al intervalo de arco de una trayectoria a lo largo de la
misma, es decir, la longitud de la trayectoria entre dos puntos. En el limite
cuando el intervalo tiende a cero, la longitud de arco (infinitesimal), ds tiende
al mddulo de dr, es decir:

|21 _as
v=L_1="--
dt  dt

De la definicion de velocidad se sigue que sus dimensiones son longitud
dividido por tiempo, es decir:

[V] = LT

donde utilizamos el simbolo [A] para denotar las dimensiones de la magnitud
A. La unidad de velocidad en el Sistema Internacional es, por lo tanto, el m/s
(metro por segundo).

Observacion. La velocidad en Kkilémetros por hora. La unidad
seguramente mas utilizada en la vida cotidiana es el km/h (kilébmetro por
hora), cuya conversion a metros por segundo es inmediata:

1000m _ 1

3600s 3,6

1km/h=

0 lo que es lo mismo, 1 m/s = 3,6 km/h. Por consiguiente, para pasar de
metros por segundo a kilémetros por hora hay que multiplicar por 3,6,
mientras que para pasar de kilbmetros por hora a metros por segundo hay
que dividir por 3,6.

1.2.2 Velocidad de desplazamiento de los seres vivos

Entre los animales, la velocidad que pueden alcanzar mientras se desplazan
varia mucho de unas especies a otras y depende de la situacién en la que se
encuentren, por lo que no es una variable bien definida. En efecto, podemos
referirnos a los méaximos alcanzables durante breves periodos de tiempo, en
los momentos de acometida o de huida; o bien a velocidades sostenidas, y
aun habria que especificar el intervalo de tiempo en el que el animal puede
mantenerla. Asi, el guepardo (Acinonyx jubatus) es el animal terrestre mas
rapido, pudiendo llegar hasta los 30 m/s (unos 110 km/h), pero sélo puede
mantener esta punta de velocidad durante algo mas de 250 m, alcanzando
inmediatamente una temperatura corporal y un déficit de oxigeno que le hacen
detenerse, pero puede sostener durante mucho mas tiempo una velocidad de
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unos 18 m/s (unos 64 km/h), que es muy elevada en comparacion con la de
otros felinos, mas lentos en carrera sostenida.

Los herviborosalcanzan velocidades considerables, aungue no los maximos
del guepardo, pero pueden mantenerla durante mas tiempo, como algunas
especies de antilope (Damaliscus), cuya punta de velocidad puede superar
los 90 km/h, el camello, el caballo, el fiu (Connochaetes) y ciertas gacelas
(Gazella), hasta los 80 km/h, algunas variedades de liebres, que pueden llegar
a los 70 km/h, que es una velocidad excepcionalmente alta para un animal de
pequefio tamafio, o los venados y canguros, hasta los 48 km/h. Asi, un felino
solo puede cazar a uno de estos herviboros, que son sus presas habituales,
si aprovecha el breve intervalo de tiempo en el que desarrolla su velocidad
méaxima, y aun asi combinando la carrera con el salto. Los avestruces pueden
alcanzar velocidades punta cercanas a los 80 km/h y los galgos pueden
acercarse a los 60 km/h. El resto de los canidos, como zorros o lobos, pueden
llegar hasta unos 50 km en los momentos de maxima velocidad. Los elefantes
pueden llegar también a los 40 km/h, pero s6lo en arrancadas muy cortas,
mientras que su velocidad en carrera sostenida es del orden de los 15 km/h
y unos 7 km/h durante su marcha normal. Los ratones y pequefios roedores
Ilegan a velocidades maximas entre los 10 km/h y los 20 km/h.

Elefante
40 Kmvh SR

Jirafa
S0 Km'h

Bufalo
55 Km'h

Hiena K
manchada

64 Km'h

Cebra %
65 Kmh 4 R

[.cﬁn ."wu:ruc
30 Kn‘Lh RGKrn'h 80 Km'h
Antilope saltador
95 Km'h k
Guepardo 4;;5-"“—{_

114 Km/h

Fig. 1.4. Velocidades maximas alcanzadas por algunos anlmales africanos.
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Los humanos se desplazan caminando a una velocidad del orden de
1 m/s . Los mejor dotados para la carrera y bien entrenados llegan a moverse
a unos 10 m/s = 36 km/h sobre distancias no superiores a los 200 m, aunque
hay momentos en los que pueden alcanzar los 45 km/h. Para distancias mas
largas, del orden de varios kilémetros, con un entrenamiento adecuado se
puede mantener una velocidad sostenida de cerca de 20 km/h.

. Récords del mundo

. ml =
0
2 9 u
—
x]
= 8
) »
< 7 .
1+
g n
g 6 -
= | |
2 s
100 200 400 800 1500 5000 10000 42000

Distancia(m)

Fig. 1.5. Velocidad media en funcion de la distancia recorrida para los récords del mundo
de atletismo, de 100 m a 42 km (Marat6n).

Las aves pueden moverse mas rapidamente que los animales terrestres
debido a que no tienen que desplazar las extremidades sobre el suelo y a
la forma aerodinamica que pueden adoptar. Las rapaces, como los halcones
(Falconidae) o las aguilas (Accipitridae), pueden llegar a alcanzar, mientras
caen en picado hacia una presa minimizando la superficie de friccion con el
aire, hasta unos increibles 250 km/h a 300 km/h.

Los animales marinos, por el contrario, deben moverse en un medio
que ofrece mucha mayor resistencia que el aire y, por esa razén, alcanzan
velocidades menores. Entre los méas veloces se encuentran algunas especies
de tiburones que pueden llegar hasta cerca de los 50 km/h, mientras que los
delfines se situan en los 20 km/h y las focas en algo mas de los 10 km/h. Las
gigantescas ballenas azules pueden mantener una velocidad de crucero de
unos 20 km/h, pero cuando entran en situacion de alarma y quieren alejarse
lo méas rapido posible de algin peligro potencial pueden llegar hasta los
48 km/h.
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Un parametro que puede ser comparado entre animales de muy diferente
tamafio y estructura anatdmica es la velocidad a la que se produce la
transicion entre la marcha, que es la fase de desplazamiento terrestre durante
la cual siempre hay alguna extremidad en contacto con el suelo, y la carrera,
que es la fase aérea, en la que hay muchos momentos en los que no existe
ese contacto. La velocidad de transicion es propia de cada especie y es una
funcion monétona del tamafio del animal, segln una ley que veremos en
otro capitulo. La velocidad de transicion para los ratones es del orden de
los 2,5 km/h, la de los perros varia entre los 6 km/h y los 15 km/h, la de los
humanos se sitla alrededor de los 9 km/h y la de los caballos es del orden
de los 25 km/h.

1.3 La aceleracion
1.3.1 Definicion

Normalmente los cuerpos no se mueven con velocidad constante, sino que
ésta varia. La magnitud que mide la variacion de la velocidad en funcion del
tiempo se llama aceleracion y se define también localmente en cada punto
de la trayectoria haciendo el limite del cociente entre el incremento de la
velocidad y el intervalo de tiempo en el que se produce dicho incremento:

- Av_dv_d(dF]_sz

a=lim—=—=— H _F 1.2

a0 At dt dt

La aceleracion es, por lo tanto, una nueva magnitud vectorial cuyas
dimensiones son

[a]=LT?

que, en el Sistema Internacional, se expresa en m/s? (metros por segundo al
cuadrado).

Observacion. La aceleracion de la gravedad. La aceleracion de la
gravedad, al nivel del mar, es un vector que apunta hacia el centro de la
Tierra de modulo g = 9,80665 m/s?, que redondearemos normalmente a
9,8 m/s.

Ya veremos que la aceleracion que adquiere un cuerpo es la magnitud
dinamica bésica al estar determinada por las fuerzas que actian sobre
dicho cuerpo. Si conociéramos la aceleracion en funcion del tiempo podriamos
deducir la trayectoria que sigue la particula siempre que sepamos cuéles son
las condiciones iniciales, es decir, la posicion y la velocidad del cuerpo en
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un tiempo dado que tomaremos siempre, por comodidad, como origen de
tiempos, t = 0.

1.3.2 El movimiento uniforme y rectlineo

La aceleracion es el pardmetro que caracteriza el tipo de trayectoria
que sigue un cuerpo, por lo que describiremos a continuacion los tipos de
movimiento ligados a aceleraciones simples. EI mas sencillo es el asociado a
una aceleracion cero. La expresion de la velocidad y de la posicion en funcion
del tiempo y de las condiciones iniciales es inmediata. En efecto, para el caso
a =20, tenemos que:

W
- dt
por lo que v no dependera del tiempo y sera una constante. Si fijamos como

condicion inicial v(0) = Vo, entonces el cuerpo se movera siempre con esa
misma velocidad:
v(t) = Vo

Abhora, de la defincion de velocidad se sigue que:

-~ dr
V(t) =vo = —
(t) =vo ™

de donde podemos despejar r(t), con el resultado:
r(t) = Vot + constante

y, fijando la posicion inicial r(0) =ro, llegamos a la expresion final de la
posicion en funcion del tiempo (es decir, la trayectoria) de forma univoca en
funcién de la posicion y velocidad iniciales:

r(t) = Vot + o

La velocidad es un vector, por lo que el que sea constante a lo largo de toda
la trayectoria implica que lo son sus tres componentes y, en consecuencia,
tanto su modulo como su direccion. Cuando un cuerpo se mueve a lo largo
de una trayectoria con una velocidad cuyo modulo es constante se dice
que el movimiento es uniforme. La constancia de la direccion de la velocidad
implica, por otra parte, que el cuerpo se desplaza necesariamente a lo largo de
una recta, por lo que el movimiento asociado a una aceleraciéon nula es uni-
forme y rectilineo, es decir, unidimensional. Escogiendo ahora un sistema
de coordenadas tal que uno de los ejes coincida con la recta a lo largo de la
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cual se desplaza el cuerpo, podemos describirlo por completo con ayuda de
una sola coordenada, por ejemplo la x.

Asi, para el caso de aceleracion cero, basta siempre con un conjunto de dos
ecuaciones escalares:
v(t)=v,
X(t) = X, +Vpt

Observacion. El reposo. El reposo es el caso particular de movimiento
uniforme y rectlineo en el que la velocidad inicial vo = 0. Siempre que nos
refiramos a casos de movimiento uniforme y rectilineo debemos recordar que
el reposo es un caso particular de este tipo de movimiento, dependiendo de
las condiciones iniciales o, como veremos mas adelante, de la eleccion del
sistema de referencia.

1.3.3 El movimiento uniformemente acelerado

El caso mas simple, aparte del movimiento uniforme y rectilineo, es el
asociado a una aceleracion constante, que recibe el nombre de uniformemente
acelerado. Muchas veces es posible aproximar un movimiento complicado,
por ejemplo el que sirve para darse impulso en un salto, suponiendo que se
produce con una aceleracion constante que seria, en casos como éste, una
aceleracion promedio. Si la aceleracion a es constante (como magnitud
vectorial, es decir, en modulo y en direccion), la velocidad tiene la forma:

v(t) = Vo +at 1.3

y, a partir de estas expresiones, también podemos encontrar la ecuacion de la
trayectoria, es decir, la posicion en funcion del tiempo:

F(t) = To +Vot +%5t2 (14)

Nétese, de la ecuacion (1.3), que la velocidad v(t) es un vector contenido
en un mismo plano para todo instante t, ya que es la suma de un vector fijo,
Vo, Y otro que varia con el tiempo pero es siempre proporcional a a, tal y
como puede verse en la figura 1.6. Ahora bien, como la velocidad es un vector
tangente a la trayectoria en cada punto, ésta debe ser una curva plana, es
decir, contenida integramente en un plano.
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a) b)

Fig. 1.6. a) La velocidad en un movimiento uniformemente acelerado para los instantes 1sy 2 s
y t. En todos los casos esta contenida en el plano que forman la velocidad inicial y la aceleracion.
b) EI movimiento uniformemente acelerado transcurre siempre en el plano que forman la
velocidad inicial y la aceleracion.

El caso mas general de movimiento uniformemente acelerado es, por
lo tanto, bidimensional, contenido en el plano definido por la velocidad
inicial y la aceleracion, y siempre podremos elegir un sistema de referencia
tal que dos de sus ejes estén contenidos en ese plano y la tercera coordenada
sea irrelevante. Para el caso en el que la velocidad inicial sea cero, o bien
sea un vector paralelo a la aceleracion, el plano del movimiento se reduce a
la recta que contiene la aceleracién y el movimiento es unidimensional, a lo
largo de la misma. Estudiaremos primero este caso.

Movimiento uniformemente acelerado en una dimension

Escogemos como eje X la recta que contiene a la aceleracion y las ecua-
ciones vectoriales del caso general se reducen a una sola dimension:

V=V, +at

1
X = x0+v0t+§at2

donde todos los pardmetros, Vg, a, Y X,, pueden tener valores positivos o
negativos segln se sitlen en el eje X, cuya direccion convenimos en definir
como positiva hacia la derecha. Si queremos encontrar una relaciéon entre
posicién y velocidad en cada punto de la trayectoria, no tenemos méas que
eliminar la variable tiempo entre estas dos ecuaciones. Es decir, despejando t
de la primera y sustituyendo en la segunda:

_ V-V
a

t
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_ _ 2 g2 2 2 2 _\2
x=x0+V°(V v0)+g(v voj =x0+2V°V V2 +V2 = 2w, +V; :Xo+v V¢
a 2 a 2a 2a
de donde:
V2 —vg = 2a(X - %)) (L5)

El caso més frecuente es el del movimiento de cuerpos bajo la accion de
la gravedad terrestre, caracterizados por una aceleracion aproximadamente
constante dirigida a lo largo de la direccion vertical, siempre hacia abajo.
Si identificamos ahora el eje Y con la direccion vertical y, como es usual,
escogemos el sentido positivo del mismo hacia arriba, la aceleracion tendra
unvalor —g, con g ~ 9,8 m/s®. Las velocidades v y v, deben entenderse ahora
como velocidades a lo largo de dicho eje, positivas cuando son hacia arriba
y negativas hacia abajo segun la convencién adoptada. La ecuacién (1.5) se
escribira ahora:

P Ve =-29(Y—Yo) =29(Yo — Y) (16)

Si, por ejemplo, tomamos como origen el punto en el que el eje Y corta el
suelo y dejamos caer un cuerpo que estaba en reposo (v, = 0) desde una altura
inicial Yo, la velocidad a la que llegaréa al suelo (y = 0), en el supuesto de que
no haya rozamiento con el aire, sera:

v =20y, L.7)

Ejemplo. Si aplicamos esta ecuacion a una bola de vidrio, de acero o de
otro material denso, de forma que el rozamiento con el aire sea pequefio,
que dejamos caer desde una altura de 1 m, la velocidad con la que llegaré al
suelo es v =4/2x9,8x1 = 4,4 m/s = 15,9 km/h.

Ejemplo. El saltamontes. L0s saltamontes y las langostas (Acrididae)
son capaces de alcanzar, en ausencia de rozamiento con el aire, unos
45 cm en salto vertical. A partir de este dato y de la ecuacion (1.6) es posible
encontrar la velocidad con que necesita despegar del suelo. En efecto, el
punto de m&xima altura est& caracterizado por una velocidad cero, ya que es
el punto en el que el animal, que se movia con velocidad ascendente (positiva),
se para momentaneamente justo antes de caer con velocidad descendente
(negativa). Es decir, v =0 cuando y = 0,45 m. Como parte desde el suelo,
y, = 0, resulta que

\Y

V, =429y = 3,0 m/s
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Fig. 1.7. Saltamontes. Notense los potentes musculos del fémur en las patas saltadoras.

Para llegar a despegar con esta velocidad, el saltamontes ha tenido que
flexionar sus patas y luego extenderlas imprimiendo asi un movimiento que
podemos tomar como uniformemente acelerado hacia arriba durante el tiempo
que dura la extension. La longitud a lo largo de la cual el movimiento se acelera
hasta llegar a la velocidad de despegue es del orden de magnitud de la longitud
de las patas, pongamos unos 3 cm. Podemos ahora calcular la aceleracion que
el saltamontes necesita imprimir a su cuerpo para llegar a dicha velocidad:

2 2
azv—:izlw m/s?~15 g

2s 2x0,03

donde g es la aceleracion de la gravedad. El tiempo de aceleracion es

V,

t==2
a

=0,02s

El salto en los animales

Muchos animales estan especialmente dotados para el salto como modo
de huir de los depredadores, de desplazarse o de alcanzar a sus presas.
Concentrandonos en el salto en vertical, resulta que, por razones que veremos
maés adelante, las capacidades saltadoras son bastante independientes del tamafio.
Para animales isométricos, es decir, que tienen la misma forma aunque de
distinto tamafio, la velocidad de despegue que pueden alcanzar es la misma
y, por lo tanto, si no hubiera rozamiento llegarian exactamente a la misma
altura. Asi, un pequefio canguro de 30 cm de altura puede llegar a saltar 2
metros, lo mismo que un canguro de mas de 1,5 metros de altura. Animales de
proporciones distintas pueden alcanzar velocidades de despegue distintas, pero
su rango de variacion no es muy grande. Una pulga (Siphonaptera) del género
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Pulex, por ejemplo, puede llegar a saltar unos 25 cm en vacio (en aire alcanza
algo menos de 20 cm debido al rozamiento que, para un animal tan pequefio, es
muy grande), es decir, cerca de unas 200 veces su propia altura.

a)

Fig. 1.8. Esquema de una pulga (Spilopsyllus) de 1,5 mm de longitud. a) Un milisegundo
antes de saltar. b) Durante el primer milisegundo de vuelo.

Fig. 1.9. Fases de flexion, despegue y vuelo de una pulga.

Una persona, por el contrario, salta en vertical apenas 60 cm, que es mucho
menos que su propia altura. Quiza esta afirmacion resulte extrafia, teniendo
en cuenta que el récord de salto de altura se sitta mas alla de los 2,40 m,
pero en un salto atlético el centro de gravedad del atleta parte, en el momento
del despegue, de una altura inicial superior a un metro, se toma carrerilla y se
convierte parte de la velocidad de carrera en velocidad vertical gracias a la
recuperacion elastica de los tejidos de las piernas y, ademas, la técnica del salto
permite girar el cuerpo alrededor del liston y superarlo aunque se encuentre
por encima del centro de gravedad del saltador. En un salto en vertical puro, el
unico impulso es el que se da al flexionar y luego extender las piernas. Si tras
el impulso inicial se mantienen las piernas extendidas, los pies dificilmente
superaran los 60 cm de separacion del suelo. EI rozamiento con el aire, para el
caso de una persona, es irrelevante, por lo que podemos calcular directamente
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la velocidad de despegue, unos 3,4 m/s, no muy distinta de la alcanzada por
el saltamontes. Sin embargo, el espacio y el tiempo de aceleracion son mucho
mayores para una persona que para un animal de pequefio tamafio, por lo que
las aceleraciones que deben imprimir a su movimiento de impulso son muy
distintas, como puede verse en la tabla 1.2.

Tabla 1.2. Caracteristicas del salto de algunos animales

Escar. de
Magnitud Pulga Saltamontes | Rana | Galago | Persona
resorte
Masa 0,5mg 40 mg 0,44 g 10g 200g 70 kg
Altura de salto 25 cm 33 cm 45 cm 40 cm 220 cm 60 cm
D1stanc1.a, de 0,075 cm 0,077 cm 3 cm 4 cm 30 cm 50 cm
aceleracién
Velocidad de 22 m/s 2,5 m/s 3,0 m/s 28m/s | 66m/s | 34m/s
despegue
Tiempo de
0,0007 s 0,0006 s 0,02s 0,03 s 0,09 s 0,29 s
despegue
Aceleracion 3.200 m/s? 4.200 m/s? 150 m/s? 98 m/s? 72 m/s? 12 m/s?
Ac. en
42 1 1 1,2

términos de g 3308 o8 >8 Og 78 -8

Las alturas de salto no se corresponden a los valores reales, que son bastante
menores en los animales méas pequefios debido al rozamiento con el aire, sino
que son las que alcanzarian aproximadamente en ausencia de rozamiento.

Notense las enormes aceleraciones que alcanzan los animales mas pequefios
para llegar, a lo largo de una diminuta longitud de aceleracion, hasta veloci-
dades de despegue de entre 2 m/s y 3 m/s. Las aceleraciones, que se dan en
m/s? y también en términos de la gravedad terrestre g, pueden acercarse a
los 500 g, que es el limite aproximado de resistencia a la destruccion de los
tejidos blandos y los 6rganos internos. No podrian producir una mayor acel-
eracion porque la organizacién interna de sus cuerpos se desmoronaria. En
los humanos, aceleraciones del orden o superiores a 10 g producen ya dafios
irreversibles.

Los campeones, en cuanto a aceleracion de despegue, son los escarabajos
de resorte y las espumadoras o chinches babosas. El escarabajo de resorte



Cinematica. La percepcion de la aceleracion 19

(Elateridae) cuando se encuentra en posicion invertida, con el abdomen hacia
arriba, curva el dorso y pone en marcha un mecanismo de recuperacion
elastica que permite a algunos de ellos, como los del género Athous, saltar
hasta 30 cm en aire desarrollando aceleraciones de despegue de mas de
400 g. Por su parte, la chinche babosa (Philaenus spumarius) tiene una
longitud de unos 6 mmy es capaz de elevarse a alturas de entre 40 cmy 70 cm,
generando en la fase de impulso aceleraciones del mismo orden que el
escarabajo de resorte (unos 400 g).

Lo llamativo no estd sélo en las aceleraciones que alcanzan estos
animales, sino también en el corto intervalo de tiempo del que disponen en
la fase de despegue, menos de una milésima de segundo para una pulga o un
escarabajo de resorte. Pero es imposible que una fibra muscular se contraiga
tan rapidamente, asi que en los animales saltadores mas pequefios ha surgido
evolutivamente un procedimiento para darse impulso distinto a la contraccion
muscular directa. Se trata de un mecanismo de catapulta por el que se acumula
la energia de contraccion de los musculos en un dispositivo que actiia como un
muelle y que, cuando se suelta, dispara al animal hacia arriba. Es exactamente
lo que ocurre cuando un arquero flexiona el arco utilizando su fuerza muscular
durante un cierto intervalo de tiempo y luego éste recupera su forma original,
en un tiempo mucho menor, impulsando la flecha con una velocidad que no
podria nunca ser alcanzada mediante la accién directa del brazo.

El dispositivo utilizado por estos pequefios animales esta constituido por
una pieza de resilina, una proteina con propiedades elasticas parecidas a las
del caucho, capaz de almacenar energia elastica en volimenes diminutos; por
ejemplo, el resorte de resilina de una pulga tiene una masa aproximada 4.000
veces menor que la masa total de la pulga.

Fig. 1.10. Esquema de los elementos principales del esqueleto de una pulga (Pulex) que
participan en el salto. El bloque de resilina (1) se sitla entre el notum o tergo (n) y la
pleura (p). También se representan la coxa (c), el fémur (f) y la tibia (t). Bennet-Clark y
Lucey (1967).
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Las cualidades elasticas de este caucho proteico, rico en glicocola, son
comparables o superiores a las de los mejores cauchos sintéticos, pudiéndose
alargar hasta varias veces su longitud en reposo de forma reversible, sin
deformaciones permanentes. La resilina se encuentra también en la base de las
alas de muchos insectos voladores y sus propiedades elasticas sirven también
para mantener la frecuencia de movimiento de las alas. Muy probablemente,
las estructuras de resilina adaptadas al salto en los artrépodos sean una
derivacion evolutiva de las que servian para el vuelo.

Los animales como la pulga, el escarabajo de resorte o la espumadora
acumulan energia comprimiendo lentamente la estructura de resilina con sus
musculos y bloqueandola en la posicion previa al salto mediante un mecanismo
de sujecion. Cuando este mecanismo se desconecta, la resilina actia como
un muelle y libera rapidamente la energia almacenada extendiendo las patas
mucho mas rapidamente de lo que haria la contraccion muscular simple sin
almacenamiento de resorte. Los animales pequefios, como las pulgas, basan
sus capacidades para el salto en los mecanismos tipo catapulta de sus patas
saltadoras, mientras que en el saltamontes, mas grande y con tiempos de
despegue en un factor superior a 30, se sirven de un mecanismo mixto, en
el que una parte de la aceleracion la producen mediante la accion directa de
los masculos de sus patas saltadoras, muy poderosos en el fémur, y otra parte
mediante resortes de una proteina elastica con propiedades similares a las de
la resilina. En los saltamontes, en particular, el principal elemento elastico se
encuentra en una estructura llamada proceso semilunar situada en la junta de
la rodilla.

) Inserciones musculares
Fémur

Proceso semilunar
Apodema

Articulacion extensor

femoro - tibial

Fig. 1.11. Articulacion del fémur y la tibia (“rodilla™) en la pata saltadora de un salta-
montes. El proceso semilunar y, en menor medida, el apodema extensor son las estructuras
que acumulan energia eléstica en la flexion de la articulacion para luego liberarla en el
momento del salto. Bennet-Clark (1975).
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Fig. 1.12 a) Regién de la “rodilla” en la pata trasera, saltadora, del saltamontes
Schistocerca gregaria mostrando la estructura en la que se aloja el proceso semilunar.
b) La misma regidn en la pata intermedia, no saltadora, del animal en la que esa estructura
no existe. Heitler (1999).

Puede apreciarse, a simple vista, la diferencia entre las articulaciones de las
patas saltadoras (traseras) y las de las patas intermedias, que no sirven para saltar,
de la Schistocerca gregaria de la figura 1.12. Hay otros ortopteros, en particular
algunos grillos de la familia Tettigoniidae, que no poseen mecanismos de
catapultay los sustituyen con patas desproporcionadamente largas para prolongar
el tiempo de aceleracion y conseguir grandes velocidades de despegue.

a) b)

Fig. 1.13.a) Los grillos (Tettigoniidae) tienen patas més largas que los saltamontes (Acrididae).
Parece improbable que la articulacion de la “rodilla” sea suficientemente ancha como para
albergar una estructura elastica similar a la que se encuentra en las articulaciones del saltamontes,
pero la notable longitud de las patas incrementa la longitud y la duracion de la fase de aceleracion.
En la foto puede verse un Leptophyes punctatissima a punto de iniciar el despegue.

b) En el saltamontes Calliptamus de la figura se aprecia el ensanchamiento de la “rodilla”
en el que se aloja la estructura eléstica que sirve para aumentar la potencia del salto.
Brackenbury (1992).
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En los animales que utilizan este tipo de dispositivos, los saltos se suceden
de forma discontinua, ya que es preciso almacenar energia comprimiendo los
resortes entre salto y salto. La pulga, por ejemplo, tarda aproximadamente
una décima de segundo en plegar las patas saltadoras y almacenar energia,
manteniéndolas en posicion de bloqueo durante dos centésimas de segundo,
mientras que el impulso para saltar dura menos de una milésima de segundo.

Los animales mas grandes, incluidos todos los mamiferos, adquieren la
aceleracion necesaria para despegar mediante la accion simple de los masculos
de las piernas. En los casos del galago (Galago senegalensis), que son primates
saltadores de pequefio tamafio de la familia Lorisoidea, o de los canguros, la
altura que alcanzan es sensiblemente superior a la del resto de los animales,
debido a que su configuracion corporal es tal que los musculos activados al
saltar suponen una fraccion de la masa total del cuerpo muy superior a lo
habitual en el resto de los animales, como puede verse en la figura 6.16 del
capitulo 6. Estan, asi, especialmente adaptados al salto.

Movimiento uniformemente acelerado en dos dimensiones

Dado que el caso méas general de movimiento uniformemente acelerado
esta siempre contenido en un plano, elegiremos los ejes X,Y dentro del
plano que forman la velocidad inicial y la aceleracién. Consideraremos
también, desde el principio, que la aceleracion a que esta sometido el movil
es la gravedad terrestre, es decir,a = (0,—g), con g = 9,8 m/s?>. Tomaremos
el origen de coordenadas de forma que la coordenada x = 0 coincida con la
abscisa del movil en el instante inicial, es decir, x, = 0, y el sentido positivo
del eje X con el sentido de la componente x de la velocidad inicial, mientras
que la coordenada y = 0 estara a la altura del punto de caida. Como puede
verse en la figura 1.4. A partir de la expresion general (1.4), las ecuaciones del
movimiento son, en este caso:

X(t) = vyt (L8)
_ 1 .

y(t) - yO + Voyt - E gt (19)

V, =V, (110

Vy =V, — 0t (1.11)

donde Y, es la ordenada del movil en el instante inicial y V,,,V,, son las
componentes de la velocidad inicial, que pueden escribirse en funcion del
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modulo de la velocidad, V,, y del angulo o que forma el vector \70 con la
horizontal:

Vo, =V, COSct (112

Vo, =V, SENa (113

Las ecuaciones (1.8-9) son la expresion de lo que se llama trayectoria
cinematica, que nos dan las coordenadas del movil en cada instante, pero con
frecuencia interesa Unicamente la trayectoria geométrica, es decir, la forma de
la curva que describe, independientemente del tiempo en que se pase por cada
uno de sus puntos. La forma que contiene mas informacién es, por supuesto,
la trayectoria cinematica, pudiéndose pasar de ésta a la geométrica, pero no
al contrario.

El procedimiento de pasar de la trayectoria cinematica a la geométrica
es muy simple. Basta eliminar el tiempo del conjunto de las ecuaciones que
la caracterizan. Asi, para una trayectoria tridimensional, descrita por las tres
ecuaciones que dan las componentes X, Y,Z en funcién del tiempo, eliminar
la variable t despejandola de una de ellas y sustituyendo en las otras dos nos
da un par de ecuaciones que describen una curva en el espacio. Para el caso
de una trayectoria en un plano, como la que estamos considerando, despejar
t de una ecuacion y sustituirla en la otra nos deja con una sola ecuacion en
X, Yy que describe una curva en ese plano. En nuestro caso, despejando t de la
ecuacion (1.8) y sustituyendo en (1.9), obtenemos:

X (114)

0x

V

VO X

que es una parabola, por lo que el movimiento de un cuerpo bajo la accion de
la gravedad terrestre recibe el nombre de movimiento parabolico. Notese
que, debido al signo menos del término en x?, la parabola tiene los “cuernos”
hacia abajo, tendiendo y a —wo cuando x tiende a +oo (ver la figura 1.14).
Podemos reescribir la ecuacion (1.14) en términos del &ngulo de lanzamiento
con ayuda de las expresiones (1.12-13):
- g 2
Y=Yy +Xtga————X (1.15)
2V, (cosa)

La derivada en el origen es:
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‘:d_y:| = Vo_y = tht
dX x=0 VOx

y, por lo tanto, puesto que Vv, es positiva por construccion del eje X, la derivada
en el origen de la trayectoria tiene el signo de la componente y de la velocidad
inicial. En la figura 1.14 puede verse como es la trayectoria para los tres casos
de v,, positiva, cero y negativa.

Vo

Y Y Y

a)

Fig. 1.14. Movimiento parabdlico en la gravedad terrestre:
a) Con velocidad inicial de componente vertical positiva.
b) Con velocidad inicial de componente vertical cero.

c) Con velocidad inicial de componente vertical negativa.

Cuando laalturainicial es cero, y, =0, lacomponente y de la velocidad incial
es necesariamente positiva y estamos en el caso particular del movimiento de
un proyectil que es disparado desde la altura del suelo y va a impactar sobre
esa misma altura (ver la figura 1.15). En ese caso, la ecuacion de la trayectoria
es:

Vo y g 2
2 X (116)

que pasa por el origen (x = 0, y = 0). A partir de esta expresion es muy facil
calcular el alcance méaximo, que correspondera al valor de x para el que la
trayectoria vuelva a pasar por y = 0. Es decir, poniendo y = 0 en la ecuacion
(1.16) y despejando x, obtenemos:

2V5, Vo, _ 2VZ senacosa _ V; sen2a
g g g

Xy = (117)

Para una velocidad inicial de modulo v,, el alcance maximo se logra con
un angulo de tiro tal que sen 2 o adquiera su valor maximo, igual a 1, es

decir, 2¢a = > 0 lo que es lo mismo, a = " = 45°. Para angulos superiores,
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el tiro es bombeado, mientras que para angulos inferiores el tiro es rasante.
La altura maxima alcanzada se obtendra calculando el méximo de y en la
ecuacion (1.16):

v V,,V
ﬂ=ﬂ—%x-0 =3 x= = oy:EXM
dX VOx VOx g 2
1 Vo, VorVo, G [VorVoy | _ V2, _ VE(sena)?
Y SY(EX,) =L oS 2 = Y o0 22 (L18)
2 o 9 2%\ 9 g 29

Obsérvese que la trayectoria pasa por su altura maxima justo a la mitad
de su recorrido debido a la simetria de la parabola. Por ejemplo, una pelota de
golf lanzada con un angulo de 60° respecto de la horizontal, que impacta en
el suelo a 90 metros del punto de salida, ha tenido que ser impulsada con una
velocidad inicial v, = 32 m/s = 115 km/h. La pelota, con esa misma velocidad,
llegara a la misma distancia si sale con un angulo de 30°, mientras que si se
lanzara con un agulo de 45° podria haber llegado a los 104 metros.

Im

e e e o e i e e e e e e e e e e e e e B e e

XM/ 2 XM X

Fig. 1.15 Movimiento parabdlico. Caso en el que la posicién inicial es el origen de
coordenadas.

La ecuacion de la trayectoria puede ahora escribirse en terminos de x,, e
y,, Sustituyendo en la ecuacion (1.16) los valores de v, y Vo, POT Xy, €Y, de la
siguiente forma:
X
y=4%&Xﬂ———) (1.19)

M XM
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Ejemplo. Consideremos un lanzador de peso que lanza su artilugio desde
una altura y,, con una velocidad v, y un dngulo o. A partir de la ecuacién

(1.15), el punto de impacto estara a una distancia x,, tal que:

2
9Xm

— 1.20
22 (cosa)? 120

0=y, +Xxy tga —

Para el caso de un lanzador que llegue a los 21 metros desde la vertical
del punto de salida del peso (la distancia medida sera, en realidad, de 21 m
mas los 10 a 30 cm que hay desde el borde del circulo de lanzamiento hasta
dicho punto), saliendo éste de la mano a una altura de 2,20 m y con un
angulo de 35°, puede calcularse de la ecuacion (1.20) la velocidad v, que
debe imprimir a la bola.

_________

’1
3 Velocidad inicial —I

‘ Altura inicial ——

A

L N
Distancia de lanzamiento Distancia inicial
Entre 10 v 30 cm.

Fig. 1.16. Lanzador de peso. Pardmetros basicos del lanzamiento.

El resultado es
v, =138 m/s = 49,8 km/h

En realidad ese angulo no es el 6ptimo. El calculo del angulo que
maximiza el alcance horizontal puede consultarse en uno de los problemas
de este capitulo.

Las componentes de la aceleracion

En el caso de un movimiento en general, siempre se puede descomponer la
aceleracion en dos componentes, llamadas tangencial y normal, que juegan
papeles distintos en la forma del movimiento. Definiremos, en cada punto
de la trayectoria, un vector unitario tangente a la misma ur,. Introduciremos
también el vector unitario normal u, perpendicular a ur en el sentido de la
curvatura de la trayectoria. Como ya se dijo en la seccion 1.2, la velocidad es
tangente a la trayectoria y, por lo tanto, proporcional al vector unitario tan-
gente en cualquier punto. Llamando v al médulo de la velocidad:
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V =VUrt

La aceleracion esta asociada a la variacion de la velocidad en funcion del
tiempo, pudiendo ser ésta tanto de su modulo como de su direccion. Es decir,
en general vV y ur variardn en el tiempo y por lo tanto:

- _dv_d(wr) _dv-  dur

=24V _ W) aur 1.21
T o Va (1.2)

Puede demostrarse que el segundo término es perpendicular a ur , siendo
sumodulo igual a &, donde R es el radio de curvatura de la trayectoria en el

punto considerado. La forma mas general de la aceleracion es, por tanto:
-~ dv- V- - -
a=—=Ur+—Un =ar +an
dt R

El primer término recibe el nombre de aceleracion tangencial y vadirigido
en la misma direccion de la velocidad, siendo su modulo igual a la derivada
del mddulo de la velocidad respecto del tiempo. Es decir, el “papel” de esta
componente es cambiar el médulo de la velocidad y hacer que el mdvil se
desplace mas o menos rapidamente. El segundo término recibe el nombre
de aceleracion normal o centripeta y va dirigido a lo largo de la normal a la
trayectoria apuntando siempre al centro de curvatura, de ahi su nombre. Su
“papel” no es modificar el médulo de la velocidad o, lo que es lo mismo,
la rapidez del movimiento, sino que es el de curvar la trayectoria. Por
supuesto, cuanto mayor es el mddulo de la velocidad, mas dificil es desviar la
trayectoria, y por eso laaceleracion es proporcional al cuadrado de la velocidad,
y también cuesta mas generar una curvatura grande que una pequefia y, como
el radio de curvatura es mas pequefio cuanto méas grande es la curvatura,
es natural que la aceleracion centripeta sea inversamente proporcional a R.
Como ambas componentes de la aceleracion son perpendiculares entre si, se

sigue que:
, =2 (dvY)? v
a=faf = (L] 4
dt R

Los movimientos pueden ahora clasificarse segin sean las dos componentes
de la aceleracion:

* a; = a, = 0: movimiento uniforme y rectilineo
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* a; =0,a, # 0: movimiento uniforme (con una velocidad cuyo modulo es
constante) pero no rectilineo

« a; #0;a, =0: movimiento rectilineo (aunque no uniforme; si ar es
constante, entonces el movimiento es rectilineo y uniformemente acelerado)

R = constante: movimiento circular
R = constante; a, = 0: movimiento circular uniforme

1.3.4 Movimiento circular uniforme

Consideremos el movimiento a lo largo de una circunferencia de radio de
curvatura R constante con una velocidad cuyo modulo es constante y, por lo
tanto, la aceleracion tangencial es nula.

>

Fig. 1.17. Movimiento circular.

La aceleracion centripeta va siempre dirigida hacia el centro de la
circunferencia y su modulo tiene un valor constante igual a g. Si no existiera
una tal aceleracion, el movil tendria tendencia a seguir en linea recta, y no
seguiria la trayectoria circular. Definimos la velocidad angular, o, como la
variacion con el tiempo del 4gulo que forma el vector posicion con un eje
fijo que se toma, convencionalmente, como el eje X. Es decir:
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Lavelocidad angular se expresa en radianes por segundo y sus dimensiones
son T-'. Teniendo en cuenta la relacién entre el elemento de arco y el de
angulo, ds = Rdeg, se sigue que:

y=1-05_pdo_p, (1.22)

Para el caso del movimiento circular uniforme, la velocidad angular es
constante, ya que tanto la velocidad lineal como el radio de curvatura lo
son. La aceleracién normal puede también expresarse en términos de o del
siguiente modo:

an = EUN = »’Run (1.23)

Teniendo en cuenta que @ es constante, puede calcularse el valor del
angulo y del arco en funcién del tiempo:

o(t) = @, + ot

s(t) =s, +vt

Notese que cuando el angulo varia en 27 radianes, el cuerpo vuelve a
ocupar exactamente la misma posicién que tenia inicialmente, ya que se ha
completado una vuelta. LIamamos periodo, T, al intervalo de tiempo que
transcurre entre dos posiciones idénticas, es decir:

2
ot+T)=pt)+2r = (t+T)—0(t) =T =27;T =—
w

Si el periodo es el tiempo que tarda el movil en dar una vuelta completa, el
namero de vueltas que da por unidad de tiempo (por segundo) sera su inverso
y se llama frecuencia, f:

(1.24)

sus dimensiones son el inverso del tiempo y su unidad el inverso del segundo
(s™) o hercio (Hz), siendo 1Hz=1s™ Se suele expresar en vueltas por
segundo o revoluciones por segundo.

El movimiento circular puede no ser uniforme, sino estar animado de una
aceleracion tangencial debido a la cual varie continuamente el médulo de
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la velocidad. En este caso, la velocidad angular no sera constante, sino que
variard, pudiéndose definir una aceleracion angular:

do
a=—
dt
a, = =9%p- 4R
dt

y para el caso en que la aceleracion angular (y la tangencial) sean constantes,
el movimiento sera circular y uniformemente acelerado. Si se parte del reposo
en el instante inicial, la aceleracion total seré:

a = aRur + (at)*Ruy

Ejemplo. La Tierra gira alrededor del Sol completando una vuelta en un
afno. La trayectoria es aproximadamente una circunferencia de 150 millones
de kilémetros de radio. En este caso la aceleracion centripeta es la atraccion
gravitatoria del Sol. La velocidad con que se mueve la Tierra sera:

27 x150x10°

V= =30.000 m/s ~108.000 km/h
365x24x 3600

y la aceleracion tendra el siguiente valor:
a, =—=-——"-=0,006 m/s?

Ejemplo. Una de las objeciones que se hicieron en su tiempo a la
afirmacion de que la Tierra estaba animada de un movimiento de rotacion
sobre si misma, responsable de la sucesion de los dias y las noches, era que
las personas no podrian permanecer apoyadas sobre su superficie y serian
despedidas al espacio debido a su propia inercia. Ello seria asi si la Tierra
no ejerciera una fuerza de atraccion sobre cualquier cuerpo situado en
su superficie que contrarresta dicha inercia. Para que un cuerpo sobre la
superficie terrestre siga el movimiento de rotacion de la Tierra es necesario
que actue sobre él una aceleracion centripeta cuyo médulo es:

a _V2
NS —
RT
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donde v es la velocidad de un punto de la superficie terrestre y R, €l radio
de la Tierra. La maxima velocidad se obtendra sobre el ecuador, uno de
cuyos puntos recorre 40.000 km, que es la longitud de la circunferencia de la
Tierra, en 24 horas, que es el tiempo que tarda en dar una vuelta completa.
La velocidad sera, por lo tanto,

Ve 40.000 km
24 h

=1.667 km/h = 463 m/s

Como el radio de la Tierra es de 6.370 km, la aceleracion normal sera:
a, = 0,034 m/s?

Ahora bien, como la aceleracién de la gravedad es de 9,8 m/s?, muy
superior a la minima exigida, todos los cuerpos sobre la superficie terrestre
se mantienen en ella y tienden a caer hacia el centro de la Tierra en lugar de
salir despedidos al espacio.

La centrifuga de entrenamiento y los efectos fisiologicos de la aceleracion

Los organismos vivos se han adaptado a las aceleraciones que pueden
experimentar durante su vida sobre la Tierra, normalmente del orden de g,
que es la aceleracion en caida libre, mientras que aceleraciones superiores
pueden producir dafios sobre 6rganos y tejidos. En los viajes espaciales se
sufren fuertes aceleraciones lineales durante el ascenso sobre un cohete
para alcanzar la velocidad de escape de la Tierra (unos 40,000 km/h) desde
el reposo, y también en el momento del reingreso en la atmosfera, cuando
se produce un fuerte frenado por rozamiento. En el primer caso se trata de
aceleraciones sostenidas durante varios minutos en las que el astronauta
esta situado transversalmente a la direccion de ascenso, produciéndose lo que
se conoce como el efecto de “ojos hacia dentro”, mientras que en el caso del
reingreso en la atmosfera se trata de picos de fuerte deceleracién pero muy
cortos, con un efecto llamado de “ojos hacia afuera”. Otros efectos importantes,
a los que nos referiremos méas adelante, ocurren en situaciones de ingravidez,
que se dan cuando se describe una Orbita estable alrededor de la Tierra.

La forma mas eficaz y utilizada de experimentar con aceleraciones elevadas
es con ayuda de un brazo giratorio en cuyo extremo se sitta el cuerpo sobre
el que se quiere experimentar, tal y como se muestra en la figura 1.18. El
soporte sobre el que se apoya dicho cuerpo para no salir despedido por su
propia inercia es el que imprime a este la aceleracion centripeta necesaria para
mantenerlo girando. Los primeros astronautas norteamericanos se entrenaron
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en una centrifuga cuyo brazo tenia una longitud de 15 metros y podia llegar a
generar una aceleracion de hasta 40 g, es decir, 392 m/s?. Un artefacto de este
tipo permite estudiar pautas de aceleracion y deceleracion durante intervalos
breves o prolongados de tiempo, y probar con diferentes posiciones del sujeto
sobre el que se experimenta.

Fig. 1.18. Esquema de una centrifuga de entrenamiento. El asiento ejerce una fuerza sobre
la persona imprimiéndole una aceleracion centripeta, que es la que la obliga a seguir la
trayectoria circular.

De acuerdo con las ecuaciones dzel movimiento circular uniforme, para

., v . ., 2r

una aceleracion normal dada a, = = = »’R, el periodo de rotacion T ===
(0]

y la velocidad lineal vienen dadas, en funcién de R, por las siguientes

ecuaciones:
47°R
T=
aN
v=,aR

Poniendo ahora R = 15 m y distintos valores de a,, se obtienen los valores
de Ty v necesarios para que el cuerpo experimente la aceleracion a,. Por
ejemplo, si queremos que dicha aceleracion sea igual a g, entonces T =7,8sy
v = 44 km/h, mientras que si queremos llegar a 10 g, el brazo de la centrifuga
debe completar una rotacién completa en 2,5 s con una velocidad tangencial
de 138 km/h, y para 40 g dichos valores deberan ser de 1,2 sy 276 km/h.

En los experimentos con la centrifuga se comprobd que la posicion en
la que se producen menos efectos fisiologicos es aquella en la que la
aceleracion es transversal al cuerpo, mientras que la aceleracion en el
sentido de la cabeza a los pies o viceversa es causa de trastornos graves,
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especialmente en el flujo sanguineo de la cabeza y las extremidades. Una
aceleracion transversal de unos 3 g es perfectamente tolerable durante varios
minutos incluso por personas no especialmente preparadas. Asi, durante la
fase de ascension de los vuelos espaciales se soportan aceleraciones de unos
4 g que no causan dafios apreciables en posicion transversal, mientras que
seria imposible soportarlas en posicion erguida; por eso los astronautas se
tienden en asientos colocados de forma perpendicular a la linea de despegue.
Aceleraciones entre 8 g y 10 g podrian tolerarse, en individuos entrenados,
durante unos dos minutos sin consecuencias irreversibles. No obstante lo
cual, podrian producirse dolores de pecho, dificultad para respirar y desmayos
ocasionales. Mas alla de unos 10 g los efectos sobre la salud pueden ser
irreversibles excepto si se trata de picos de aceleraciéon muy cortos. Asi,
uno de los médicos que experimentaba en la centrifuga fue capaz de soportar
una aceleracion transversal de 31 g durante 5 segundos. Aceleraciones de
este orden durante mas tiempo producen dafios en los 6rganos internos,
disfunciones cardiacas y pueden llegar a ser letales para los humanos.

1.3.5 La percepcion de la aceleracién en el organismo

Nuestro cerebro es capaz de integrar numerosas informaciones provenientes
de los sentidos acerca de la posicion del centro de gravedad del cuerpo, de la
posicion relativa de sus partes, de su orientacion respecto del campo gravi-
tatorio terrestre, de la intensidad de éste, o de la aceleracion con que nos
movemos. Las sefiales proporcionadas por ojos y oidos complementan las que
provienen de musculos, articulaciones, el tacto y los receptores de presion de
la piel, sobre todo los situados en la planta de los pies. Pero los érganos espe-
cialmente adaptados para detectar la aceleracion con que se mueve el cuerpo,
muy similares en todos los vertebrados, se encuentran, en los mamiferos, en
el oido interno: los canales semicirculares y el vestibulo.

i Canales semicirculares Utriculo

! \ Siculo
AN \Q Hueso \

S Nervio actistico
\\\Cmdmb*adltwnﬂlmn e 1?

l\ : Timpano \ o

Céclea

Fig. 1.19. Situacion de los canales semicirculares, el utriculo y el saculo en el oido interno.
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Receptores vestibulares
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Fig. 1.20. a) Los canales semicirculares, el saculo y el utriculo.
b) Ampolla en el extremo de un canal semicircular con la cresta ampular, la clpulay las
células ciliadas situadas en la cresta.

Los canales semicirculares son tres conductos aproximadamente semicir-
culares, de un milimetro de diametro interno para los humanos, contenidos
en planos perpendiculares entre si, dos de ellos verticales, llamados anterior y
posterior, y un tercero horizontal, llenos de un fluido, llamado endolinfa. Cada
canal tiene en uno de sus extremos una zona dilatada llamada ampolla en cuyo
epitelio interno hay una protuberancia en forma de pliegue perpendicular al
conducto semicircular correspondiente Ilamada cresta ampular. Sobre cada
cresta hay una masa gelatinosa en forma de campana, llamada ctpula, en la que
penetran los cilios de las células sensoriales situadas en la base de la cresta. Las
células sensoriales estan, a su vez, conectadas a fibras nerviosas que se unen
a las que proceden de los otros receptores del vestibulo para formar parte del
nervio acustico. Este 6rgano es sensible a las aceleraciones angulares que se
producen cuando el cuerpo (especificamente la cabeza) gira.

En el caso de aceleraciones angulares, los canales se mueven con la
cabeza, mientras que el fluido contenido en ellos tiende a quedar retrasado
por su propia inercia, lo que genera un movimiento relativo entre éste y los
canales que inclina la ctpula en la que se encuentran los cilios de la células
sensoriales y éstos se curvan generando una sefial eléctrica que se transmite
al cerebro a través del nervio acustico.
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Fig. 1.21. Cuando la cabeza se mueve con aceleracion lineal pero no circular, la endolinfa
y la cupula con las células ciliadas se mueven acompasadamente, no hay flexion en los
cilios y no se genera sefial nerviosa.

Cuando el canal gira con una cierta velocidad angular en el sentido de las agujas de un
reloj, la endolinfa se mueve en sentido contrario respecto de la ctipula fijada a la pared del
canal y se produce una flexion en los cilios que genera una sefial nerviosa.

Cuando el canal gira con velocidad angular constante, la endolinfa se mueve al mismo
tiempo que las paredes del canal y no hay flexion de la cupula.

Cuando el giro de la cabeza se detiene, hay una velocidad angular en sentido contrario a
las agujas de un reloj y la endolinfa se mueve en sentido contrario, flexionando la ctpula y
generando una sefial.

Cada célula tiene una prolongacion larga y estrecha del citoplasma que
forma el cilio mas largo, llamado cinetocilio (o cinocilio o kinocilio), situado
en posicion lateral, y un conjunto de cilios mas cortos, también proyecciones
del citoplasma, llamados estereocilios. De esta forma, la sefial transmitida
cuando se produce una aceleracion angular que hace que los estereocilios
se curven hacia el cinetocilio es de un tipo (@aumento del ritmo de pulsos
eléctricos), mientras que cuando se curvan alejandose es del tipo contrario
(disminucién del ritmo de los pulsos).

aon de g Cap,
@

Qﬁ\m

Fig. 1.22. Generacion de una sefial eléctrica en las células ciliadas de la cresta ampular
cuando la inercia de la endolinfa flexiona la cupula en la que estan embebidos los cilios.
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Teniendo en cuenta que hay un grupo de canales semicirculares en cada
lado de la cabeza y que, en cada uno, el efecto sobre los cilios en contacto
con el fluido depende de la direccion e intensidad del movimiento, es posible
interpretar éste con gran precision.

cinetocilio Sy ko estereocilios
b)

reposo aumento  disminucion

Ritmo de los pulsos eléctricos

Fig. 1.23. a) Célula ciliada con el cinetocilio y los estereocilios.
b) Seiales eléctricas generadas al flexionar los cilios.

El vestibulo lo constituyen dos bolsas membranosas comunicadas entre si
Ilamadas utriculo, de donde parten los canales semicirculares, y saculo, que
se comunica, a su vez, con la coclea. Las dos bolsas estan llenas de endolinfa
y presentan en su epitelio interior unas zonas diferenciadas en forma de
pliegue hacia el interior, llamadas maculas acusticas, que contienen células
sensoriales ciliadas.

3 2,
% Zz#4% Membrana otolitica
n o Bal 5,.« con otolitos (otoconios)

Células ciliadas

2 T —£— | Fibras nerviosas

., ‘n.l
"y §

Fig. 1.24. Macula del utriculo o del saculo con las células ciliadas y la membrana gelati-
nosa con otolitos.

Como en el caso de los canales semicirculares, cada célula tiene un
cinetocilio y multiples estereocilios que penetran en una membrana gelatinosa,
situada encima de las maculas, que contiene un gran namero de pequefios
cristales de carbonato célcico llamados otolitos. Cuando la cabeza se mueve
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con una aceleracion lineal, los otolitos, mas densos que el fluido en el que
estan sumergidos, tienden a quedarse retrasados y deforman lamembrana
gue contiene a los cilios de las células sensoriales, generando sefiales con
la misma estructura que en el caso de los canales semicirculares.

Fig. 1.25. a) Méacula en reposo o con velocidad uniforme.
b) Méacula moviéndose con aceleracidn lineal hacia la izquierda. Los otolitos deforman la
membrana gelatinosa y ésta flexiona los cilios de las células ciliadas.
¢) Méacula moviéndose con aceleracion lineal hacia la derecha.

La macula del utriculo es sensible, en particular, a las aceleraciones en
direcciones paralelas a la superficie terrestre, mientras que la méacula del sdculo
es sensible a las aceleraciones en direccion perpendicular a dicha superficie.
Cuando cambia la orientacion de la cabeza respecto del campo gravitatorio
terrestre, los otolitos se mueven buscando la posicion de equilibrio y deforman
de nuevo los cilios. Asi, los érganos vestibulares no son sélo sensibles a
las aceleraciones lineales, sino también a la orientacion respecto de la
gravedad y a la intensidad de ésta.

Otoconios Desplazamiento de
los otolitos (otoconios)

, Fuerza gravitatoria
Membrana reticular

Fig. 1.26. Las maculas son sensibles también a la direccion de la gravedad en relacion con
la orientacion de la cabeza. Cuando se produce una inclinacion hay un deslizamiento de los
otolitos que depende del angulo de inclinacion y de la intensidad de la fuerza gravitatoria.
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Unade las causas de lasensacion de nduseay de mareo es laincongruencia
entre los mensajes que envia el oido interno desde las células ciliadas de
los canales semicirculares y los otolitos y las que provienen de los 0jos
0 los sensores corporales, que es lo que sucede con los movimientos
bruscos en los medios de transporte. Esa misma sensacion de desconcierto
y mareo ocurre cuando estando dentro de un automovil en reposo, otro
situado al lado se desplaza suavemente. La sensacion visual es que somos
nosotros quienes nos estamos moviendo, pero los 6rganos de la aceleracion
no registran sefial alguna, por lo que se produce una incongruencia entre
ambos 6rganos.

Todos los vertebrados tienen una estructura del oido interno similar, aunque
la forma de los canales semicirculares varie de unos a otros, triangular en los
reptiles, eliptica en las aves y casi circular en los mamiferos. También varian
el tamario y la composicion de los otolitos y la forma en que interaccionan con
los cilios. Cuando son muy finos y parecen particulas de arena, como en el
caso de los humanos, se llaman otoconios.

Los invertebrados, excepto los insectos, tienen también drganos para
detectar su posicion respecto de la gravedad y las aceleraciones que
experimentan. Se Ilaman, en general, estatocistos y los hay en diversas
variantes, pero responden al mismo principio que los 6rganos vestibulares.
Es decir, constan de una cavidad tapizada en su interior con células ciliadas
y llena de endolinfa en la que hay sumergidos corpusculos de un material
solido y méas denso llamados estatolitos. EI movimiento relativo de estos
corpusculos respecto del fluido y su posicion en la cavidad provocan
flexiones en los estereocilios y, en consecuencia, sefiales eléctricas que
son interpretadas después por el sistema nervioso. En las medusas, que
existen desde hace més de 600 millones de afios, ya hay estatocistos
primitivos, llenos de agua, alineados en el borde de la umbrela. En los
moluscos empiezan a aparecer érganos precursores de las crestas ampulares
y en los peces mas primitivos, los cicléstomos, la cavidad se aisla del
exterior y el fluido interno, la endolinfa, es segregado por el animal. Los
cangrejos y las langostas utilizan particulas de arena como estatolitos
y los cambian cada vez que mudan de caparazon. Asi, se pudo hacer el
siguiente experimento: una langosta hizo su muda en un ambiente en el que
la arena habia sido sustituida por particulas de hierro que incorpor6 a sus
estatocistos. Cuando, mediante un iman, se desplazaban estas limaduras, el
animal adoptaba posturas diferentes, como si la orientacion del suelo (y la
fuerza gravitatoria) hubiera cambiado e intentara colocarse en su posicion
“normal” respecto al falso campo gravitatorio creado por el iman.
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1.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1 En 12 gramos de carbono existen N, =6,02x10* 4tomos
(N, es el nimero de Avogadro). Si contaramos un atomo por segundo,
¢cuanto tiempo, en afios, tardariamos en contar todos los atomos de un gramo
de carbono? Sabiendo que el tiempo transcurrido desde el Big Bang hasta
ahora es de 1,4 x 10% afios, ¢cuanto supone este intervalo de tiempo en vidas
del Universo?

Sol.: At =1,59x10" afios ~ 110.000 vidas del Universo

Ejercicio 1.2 El corazén humano bombea a razon de 0,083 litros de
sangre por segundo. Sabiendo que una persona de dimensiones medias tiene

unos 5 litros de sangre, ¢cuanto tiempo tarda el corazon en bombear toda la
sangre de un organismo humano?

Sol.: 1 minuto

Ejercicio 1.3 Comprobar la consistencia dimensional de las siguientes
ecuaciones [V, a, x,t representan velocidad, aceleracion, longitud y tiempo,
respectivamente]:

1. V2 +V® = 2ax

2. x=Vv’/a

3. v=at® sen [(x/t?)/a]

4. v=3at+x/t

Sol.: 1) no; 2) si; 3) no; 4)si

Ejercicio 1.4 Sean i, j,k los vectores unitarios de los ejes rectangulares
XYZ, con origen en O. Considérense los vectores siguientes:

— — — — —

n=i-3j; r,=2j-2k; r=i+2j-k

1. Calcular sus modulos
2. Calcular las componentes y los modulos de los vectores

A=r+r1,+1,; B=r+r,-1,

3. Determinar el vector unitario u. coincidente con el vector C =r, +2r,
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4. Calcular los productos 1, -, y . xr,

Sol: 1) +10,4/8,v6; 2) A=(21,-3), A=v14; B=(0,-3,-1),

B=+10;
— 1 e
3) uc—\/ﬁ(l,l, 4):

Ejercicio 1.5 Descomponer un vector v dirigido segin la direccion

4y r-r,=—6; rxr,=6i+2j+2k

i—j+k y modulo /27 segin las direcciones de los vectores a =i+ j;
6=]+2R;E:27+R
Sol.: v=-3a+3c

Ejercicio 1.6 Un tren metropolitano parte de una estacion con aceleracion
constante y al cabo de 10 s alcanza una velocidad de 72 km/h. Mantiene
esta velocidad durante 2 minutos. Al llegar a la estacion siguiente frena
uniformemente recorriendo 200 m hasta parar. Si el movimiento que ha
realizado es rectilineo, calcular:

1. La aceleracion en la primera fase del movimiento
2. El espacio que recorre mientras acelera

3. La aceleracién que tiene en la tltima fase

4. El tiempo que ha estado en movimiento

5. El espacio total recorrido

6. Representar la velocidad y la aceleracion en funcion del tiempo durante
todo el movimiento

Sol.: 1) 2 m/s?; 2) 100 m; 3) —1 m/s?; 4) 150's; 5) 2,7 km

Ejercicio 1.7 Un gato quiere saltar sobre una presa situada a 1 m de
distancia en horizontal y a 30 cm de altura. Calcular la velocidad minima de
despegue que tiene que imprimir a su cuerpo para alcanzarla. Si salta con
una velocidad inicial de 4 m/s, ¢con qué angulo debe despegar para caer
sobre la presa?

Sol. v =363mis; =39 0 68°

Ejercicio 1.8 Un electron de los que inciden en la pantalla de un televisor
es acelerado, dentro del tubo de rayos catddicos, a lo largo de un centimetro
con unaaceleracién del orden de 10 m/s2. Calcular la velocidad que adquiere
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al final del tramo de aceleracion. El electron, una vez acelerado, se mueve en
vacio sobre una distancia de unos 20 cm hasta llegar a la pantalla. Calcular
el tiempo que tarda en realizar ese recorrido.

Sol.: v=1,4x10° m/s; At =0,14x10° s

Ejercicio 1.9 Unavion se mueve en la pista de despegue con unaaceleracion
del orden de un cuarto de g. Calcular la longitud minima de la pista si tiene
que alcanzar una velocidad de 300 km/h para empezar a elevarse.

Sol.: 1=1.420 m

Ejercicio 1.10 Una lanzadera en un parque de atracciones tiene una altura
de 60 m. La cabina se mueve hacia abajo en caida libre durante 45 m. ¢Cual
debe der la aceleracion de frenado durante los ultimos 15 m para que llegue
al suelo con velocidad cero?

Sol.. a=29,4 m/s> 3¢

Ejercicio 1.11 Justificar la norma de trafico que establece que la distancia
de seguridad para frenar debe ser proporcional al cuadrado de la velocidad.
Dicha distancia es igual, en metros, a la décima parte de la velocidad medida
en kilometros por hora elevada al cuadrado. Calcular la aceleracion de
frenado implicita en dicha regla.

Sol.: o = 3,86 m/s?

Ejercicio 1.12 Si una persona hace girar horizontalmente una bola que
esta sujeta por una cuerda de forma que el radio de giro sea de 1,5 metrosy la
frecuencia sea de una vuelta cada dos segundos, ¢qué aceleracion centripeta
es necesario imprimir tirando de la bola para que siga esa trayectoria?

Sol.: a, =14,8 m/s?

Ejercicio 1.13 Las plantas crecen en sentido contrario a la aceleracion
que actla sobre ellas. Normalmente es sélo la gravedad y, por eso, adoptan
la posicion vertical. Si una planta esta en el borde de una plataforma circular
de 2m de radio que gira con una frecuencia de media vuelta por segundo,
¢qué angulo formara con la vertical al crecer?

Sol.: a=33°
Ejercicio 1.14 Un automdvil entra en una curva cuyo radio es de 100 m.
Si se considera como criterio de seguridad que la fuerza centripeta no supere

un tercio de la aceleracion de la gravedad, calcular la velocidad maxima a la
que debe tomar esa curva.

Sol.: v=65km/h
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Ejercicio 1.15 Calcular, para un movil que se mueve en el plano XY y
cuyo vector posicién (en metros) viene dado por:

rt) =t}i+(t-1)j
1. La ecuacion de la trayectoria
2. Lavelocidadent=1s
3. La aceleracion totalent=1s
4. Las componentes intrinsecas de la aceleracionent=1s
5. El radio de curvaturaent=1s
1
Sol: 1) y=x3-1; 2) v=3i+jmls, v=+10m/s; 3) a=6i m/s
4) a, =18/10m/s?, a, =6/+10 m/s?; 5) p=5J10/3 m

Ejercicio 1.16 Un lanzador de martillo hace girar su artefacto seis vueltas
y media antes de soltarlo. Si la longitud del alambre con la que lo sujeta es
de 1,10 my lo lanza a 75 m de distancia con un angulo de 45°, calcular la
velocidad angular en el momento de soltar la bola y la aceleracion angular
que ha debido imprimirle durante los giros.

Sol.: w=24,6 radls; a =7,4 rad/s?

Ejercicio 1.17 Una particula se mueve, en una dimension, con una
aceleracion a = 2v. Sabiendo que en el instante inicial la velocidad es de
1 m/sy la coordenada que marca la posicion es de 1 m, calcular:

1. La velocidad en funcion del tiempo
2. La aceleracion en funcién del tiempo
3. La posicion en funcion del tiempo

Sol.: 1) v=e* m/s; 2) a=2e”" m/s% 3)x :1+%(92t “1)= %(ezt +1) m

Ejercicio 1.18 Dos corredores compiten sobre una longitud L = 100 m. El
primero hace el recorrido con veloclidad constante v, =10 m/sy llega, por
lo tanto, a la meta en un tiempo t, = —=10s. El segundo llega a la meta en el

mismo instante que el primero, pero garte del reposo y aumenta su velocidad
sinusoidalmente hasta llegar al maximo en el momento de la llegada. Calcular
dicha velocidad maxima del segundo corredor y representar la velocidad y la
posicién de ambos en funcion del tiempo.
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[Ayuda: partir de que la velocidad del segundo corredor es v = A sen wt y
demostrar que las condiciones del problema implican que o = % y A=t

Tt
Sol.: v=157 m/s

Ejercicio 1.19 Un &guila sélo percibe un objeto si éste cubre un angulo
mayor o igual que un minuto de arco. Si un roedor mide 12 cm, calcular la
altura maxima a la que el aguila debe situarse para registrar la presencia del
roedor. Si desde esa altura se lanza en caida libre, calcular el tiempo que tarda
en llegar a tierray, por tanto, el tiempo que tiene el roedor para protegerse.

i

&

Fig 1.27. Relacion entre el tamafio minimo de una presa y la altura a la que vigila un aguila.
Sol.: h=412m; t=9s

Ejercicio 1.20 Para el lanzador de peso de la figura 1.16, calcular el
angulo de despegue «,, que maximiza el alcance del lanzamiento, para una
velocidad inicial y una altura de salida dadas. Encontrar la expresion general
y el valor de o. para una velocidad inicial de 13,8 m/s 'y una altura de salida
de 2,20 m.

[Ayuda: despejar x,, de la expresion (1.20) y maximizar su valor respecto
del angulo a, 0 mejor respecto de cos 2«, suponiendo constantes y, y v ]
Sol.: cos2a,, = ng; a, =42°
Yo9+Vo
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Capitulo 2. Dinamica. La fuerza
en los animales

2.1 Las leyes de Newton

Una vez establecidos los procedimientos para describir el movimiento
de los cuerpos, es preciso estudiar las fuerzas o interacciones que actian
sobre ellos y su efecto sobre las trayectorias que siguen, es decir, lo que
tradicionalmente se conoce como las causas del movimiento. La Dindmica es
la parte de la Mecanica que se ocupa de relacionar fuerzas y trayectorias y, en
el marco de la Fisica Clasica, esta relacion puede formularse con ayuda de tres
leyes o principios debidos a Isaac Newton.

2.1.1 Primera ley de Newton. La inercia

La primera ley establece el comportamiento de los cuerpos cuando no
se ejerce sobre ellos fuerza alguna. Un cuerpo en tales condiciones se dice
que es libre, y puede visualizarse como infinitamente alejado de todos
los demaés. Puesto que las Unicas interacciones posibles sobre un cuerpo
proceden de otros y la intensidad de dichas interacciones disminuye con la
distancia, en el limite en que ésta tiende a infinito todas ellas tienden a cero.
Pues bien, la primera ley suele enunciarse diciendo que “una particula
libre se mueve con movimiento uniforme y rectilineo respecto de un
sistema de referencia inercial”. Lo malo de este enunciado es que hay
que definir qué se entiende por sistema inercial y la definicion mas usual
es que es aquel sistema de referencia en el que toda particula libre se
mueve con movimiento uniforme y rectilineo, es decir, una tautologia
0 razonamiento circular. Pero la primera ley es mucho mas que una
tautologia. En efecto, un sistema de referencia debe estar siempre ligado
a algo material, a un cuerpo o conjunto de cuerpos, como pueden ser
las aristas de una habitacion o tres varillas perpendiculares. Llamaremos
sistema inercial a un sistema de referencia ligado a un cuerpo que se
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mueve libremente. En ese caso, la primera ley tiene dos consecuencias
importantes:

o Todos los sistemas de referencia inerciales posibles se mueven con
movimiento uniforme y rectilineo entre si.

o Dos cuerpos libres se mueven con movimiento uniforme y rectilineo
entre si.

Notese que esta segunda consecuencia podria ser una formulacién de la
primera ley sin necesidad de acudir a conceptos no definidos antes, y esta
lejos de ser trivial. De hecho, hasta Galileo y los fisicos del siglo XVII, se
pensé que el estado “natural” de un cuerpo sobre el que no se ejerce ninguna
fuerza es el reposo y que mantener una velocidad uniforme requiere la accion
de una fuerza constante. Esta es la conclusion de la experiencia cotidiana,
pero no puede servir para conocer como es el movimiento de los cuerpos
libres porque hay siempre fuerzas que acttan sobre ellos, en particular la
gravedad y el rozamiento. Hizo falta el analisis y la abstraccion para extraer
de esa experiencia cotidiana la conclusion de que los cuerpos no sujetos a
ninguna fuerza permanecen moviéndose indefinidamente con velocidad
constante. Hoy, la posibilidad de conocer el comportamiento de los cuerpos
en el espacio exterior, en condiciones muy préximas a la ausencia de toda
fuerza, permite entender esta primera ley sin demasiada dificultad y
proporciona evidencia empirica de su correccion. Ya no nos resulta extrafa,
en la ficcion cinematografica, la vision de un astronauta perdido en el espacio
sin que nada interaccione con él, alejandose de su nave o astro de procedencia
indefinidamente, con un movimiento uniforme y rectilineo.

Conviene observar que, puesto que la eleccion de sistema de referencia es
arbitraria y que son validos sistemas que se mueven uno respecto de otro, la
velocidad de un cuerpo no es una caracteristica intrinseca de su movimiento,
sino que depende del punto de vista desde el que se observe. Asi, un cuerpo
que esta en reposo respecto de un determinado observador (ligado a un sistema
de referencia inercial) se movera visto por otro observador (en reposo en otro
sistema de referencia que se mueve respecto del anterior).

2.1.2 Segunda ley de Newton. La fuerza y la masa

Puesto que, en ausencia de fuerzas, el movimiento de un cuerpo es uniforme
y rectilineo, la accion de las fuerzas debe generar aceleraciones, cambiando
asi la trayectoria que éste tendria si fuera libre. La segunda ley establece
precisamente la relacion entre fuerzas y aceleraciones. En concreto, si F es
la fuerza total sobre una particula, suma vectorial de todas las que puedan
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actuar sobre ella, entonces la particula adquiere una aceleracién a cuya
relacion con la fuerza es la siguiente:

F=ma 2.1)
donde m es un pardmetro llamado masa, o también masa inercial. La masa
asi introducida es una propiedad bésica de cada cuerpo, con dimensiones
propias, independientes de longitud y tiempo, cuya unidad es, en el Sistema
Internacional, el kilogramo.

Observacion. El kilogramo. A finales del siglo XVIII, se decidié considerar
como unidad de masa la contenida en un litro (es decir, un decimetro cubico)
de agua y llamarla “grave’. Inmediatamente después de la Revolucion francesa
se acordd que ésta era demasido grande para muchas transacciones de la vida
cotidiana y que, por lo tanto, la unidad de masa seria la milésima parte de la con-
tenida en un litro de agua, es decir, la contenida en un centimetro cdbico de agua,
y la llamaron “‘gramo”. Pero un objeto que sirviera para contrastar la masa de un
gramo eradificil de usary de construir con precision, asi que el patrdn fisico conel
que comparar las pesas utilizadas para medir la masa fue de mil gramos, es decir,
un kilogramo, aunque la unidad fuera el gramo. Posteriormente, cuando en 1875
se redefinio la unidad de masa, dentro de lo que seria el Sistema Internacional,
se volvi6 a la masa de un litro de agua y se le sigui6 llamando kilogramo. Esta es
la razén de que la unidad de masa tenga el nombre de un multiplo de una can-
tidad que no es unidad en el SI. A partir de 1901, se define el kilogramo como la
masa de un cierto prototipo hecho de platino e iridio, conservado en la Oficina
Internacional de Pesos y Medidas, y corresponde aproximadamente a la de un
litro de agua a cero grados centigrados.

Observacion. Masa y peso. Lo que se mide en las balanzas con ayuda
de pesas que se comparan con los patrones de masa no es exactamente la
masa, sino el peso de un cuerpo. Como veremos, el peso de un cuerpo es
proporcional a su masa pero inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia al centro de la Tierra. Asi que comparar los pesos de dos cuerpos
situados en los platillos de una balanza equivale a comparar las masas
siempre que la distancia al centro de la Tierra sea igual para los dos. Y es
evidente que, en todos los casos practicos, eso es lo que sucede exactamente
0 con un grado de aproximacion enorme.

De la ecuacion (2.1) se sigue que la fuerza es una magnitud cuyas
dimensiones pueden escribirse en términos de masa, longitud y tiempo:

[F]=MLT?
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La unidad de fuerza, en el Sistema Internacional, es el Newton (N), de
donde:

1N =1kg x m/s?

Las fuerzas sobre un cuerpo son el resultado de las interacciones
con todos los cuerpos de su entorno, de contacto, como el rozamiento, o
a distancia, como la gravitacion. El contenido fundamental de la segunda
ley es que los efectos de las fuerzas que actian sobre los cuerpos se
manifiestan a través de las aceleraciones que inducen en sus movimientos.
La aceleracion, por lo tanto, al contrario que la velocidad, si que es una
propiedad intrinseca de los movimientos, dependiente de la dinamica y
no del sistema de referencia escogido.

Las fuerzas que actlan sobre un cuerpo dependen de la posicion y
velocidad del mismo (relativas a todos los otros cuerpos) y del tiempo, aunque
en la mayoria de los casos dependen Unicamente de la posicion. Las Unicas
fuerzas que existen se derivan de interacciones entre dos cuerpos. Asi, para
un conjunto de N objetos, la fuerza sobre cada uno de ellos es igual a la
suma de las que se derivan de la interaccion con cada uno de los restantes. Si
llamamos F; a la fuerza total sobre el cuerpo iy F; a la fuerza que ejerce
sobre él el cuerpo j, tendremos:

Fi= iEji (2.2)

Fig. 2.1. Fuerza total sobre la particula 1 debida a las interacciones con las particulas 2 y 3.
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2.1.3 Tercera ley. La accion y la reaccion

Puede enunciarse diciendo que la fuerza ejercida por un cuerpo sobre
otro es siempre igual y de sentido contrario a la ejercida por el segundo
sobre el primero. Es decir, usando la nomenclatura introducida en el parrafo
anterior:

Eji = —Eij (2-3)

Las fuerzas son iguales en modulo y de sentido contrario, pero estan apli-
cadas a cuerpos distintos, cada una de ellas a uno de los dos cuerpos en inte-
raccion; por eso, en general, no se anulan. Las fuerzas elementales entre dos
cuerpos son vectores que van siempre en la direccion de la linea que los une,
por lo que las nicas configuraciones posibles son las de la figura 2.2, en un
caso atractivas y en el otro, repulsivas.
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Fig. 2.2. Fuerzas entre dos cuerpos, a) repulsivas, b) atractivas.

Ejemplo. Segun la tercera ley, la fuerza que ejerce la Tierra sobre un
cuerpo cuya masa es igual a 1 kg es igual a la que ejerce éste sobre la
Tierra.
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Fig. 2.3. Las fuerzas mutuas entre la Tierra y un objeto externo son iguales en maédulo,
pero las aceleraciones inducidas son inversamente proporcionales a la masa de cada cuerpo.
Para un objeto de tamafio “normal”, la aceleracion inducida sobre la Tierra es inapreciable.

Pero a partir de la segunda ley sabemos que las aceleraciones inducidas
son muy distintas. En efecto:

mya; =—mg

donde m, es la masa de la Tierra (m, = 5,974 x 1024 kg), a_ es la aceleracion
que adquiere la Tierra por el efecto de atraccién gravitatoria del cuerpo
de masa m, y g es la aceleracién inducida por la Tierra sobre el cuerpo en
cuestion cuando se encuentra cerca de su superficie, es decir, unos 9,8 m/s?.
Tomando como sentido positivo el que sale de la superficie terrestre hacia la
masa m y negativo el contrario, g = -9,8 m/s2. Si la masa m es de 1 kg,

a, = ~ g =1,64x10% mis?

es decir, la aceleracion con que la Tierra ““cae” hacia un cuerpo de 1kg de
masa es absolutamente inapreciable.

La tercera ley no es intuitiva ni trivial, sino que esta dotada de un conside-
rable contenido fisico susceptible de ser verificado experimentalmente.
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2.2 El origen de la fuerza en los animales

En el capitulo siguiente trataremos de las fuerzas elementales o basicas,
que son en el mundo macroscapico la gravitacion y el electromagnetismo, y
también de fuerzas derivadas, que son el resultado de superponer multitud
de fuerzas elementales. Todas las interacciones entre atomos o moléculas,
origen de las reacciones quimicas o bioquimicas y de las propiedades de la
materia, son de tipo electromagnético, pero su estructura es tan compleja,
debido al gran numero de atomos que forman el mas pequefio y sencillo
sistema macroscopico, que sélo puede tratarse aproximando su resultante
con ayuda de una fuerza derivada. Este es el caso de la fuerza muscular que
estudiaremos en lo que sigue.

2.2.1 Los miusculos

La inmensa mayoria de los animales utilizan los musculos para generar la
fuerza que necesitan para moverse (acelerar desde el reposo, frenar cuando
estdn en movimiento o mantener el movimiento en contra del rozamiento
del aire, del agua o con el suelo), mover o levantar presas u objetos y, en
general, para realizar cualquier tipo de operacién mecénica. Los vertebrados
y los artropodos tienen una estructura rigida, un esqueleto, interno en los
primeros y externo en los segundos, que actia como sustentacion general
de la estructura corporal y también como palanca para mover los miembros
y los distintos segmentos corporales. Las estructuras rigidas supusieron
una ventaja evolutiva para los primeros animales que dispusieron de ellas
y aparecieron en una época relativamente reciente en la historia de la vida
sobre nuestro planeta, se cree que hace unos 600 millones de afios.

El esqueleto externo de los invertebrados sirve como escudo protector y,
al mismo tiempo, como anclaje de los musculos que, al disponer de un punto
de apoyo rigido, pudieron desarrollarse enormemente. En el caso de los
artropodos, las propiedades del esqueleto externo se deben a una proteina, la
quitina, que forma estructuras muy rigidas, flexibles y ligeras. Por su parte,
el esqueleto interno de los cordados permite desarrollar mas fuerza muscular
y una mayor movilidad de los miembros, pero no protege el cuerpo como
lo hace el esqueleto externo, asi que debieron suplir esta proteccion con un
mayor tamafio corporal, mas fuerza o mas rapidez. Las arafias suponen un
caso excepcional en cuanto al mecanismo que mueve sus extremidades. Estas
se extienden cuando aumenta la presion interna de la sangre en su interior y
se contraen cuando disminuye. La presién, a su vez, se genera mediante la
accion de musculos situados en el abdomen, que son los que impulsan a la
sangre en las patas. En ultimo término, el origen del movimiento en las arafias
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es comun al de vertebrados y el resto de los artropodos, la contraccion de los
musculos, seguida, en este caso, de un sistema de transmision hidraulica de
la fuerza muscular.

El esqueleto consiste en un conjunto de elementos rigidos conectados por
articulaciones flexibles para que puedan moverse unos respecto de otros y
unidos por ligamentos elasticos que permiten la rotacion pero no la separacion.
Los musculos que sirven para mover estos elementos se Ilaman esqueléticos,
se fijan al esqueleto a través de los tendones y, cuando se contraen o se
extienden, son capaces de generar movimiento o resistir cargas o impulsos
sobre el animal.

Origen Articulacion en bisagra
Tendones —h /

. g ==, W}
Cuerpo del misculo 7 == i""l{ };’:
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Fig. 2.4. a) Muasculo de un vertebrado. b) Mdsculo de un artrépodo.

La forma mas sencilla de articulacion entre dos segmentos del esqueleto es
la bisagra (ver la figura 2.4). Lo normal es que para mover dichos segmentos
sean necesarios, en la configuracion mas sencilla, dos musculos, uno flexor,
que cierra la bisagra, y otro extensor, llamado antagonista del primero,
que sirve para abrirla. Pero en ciertos casos la bisagra esta dotada de una
estructura eléstica que actia como muelle de recuperacién, como ocurre en la
union entre las dos conchas de los moluscos bivalvos. La estructura eléstica
gue se encuentra en la articulacion (charnela) de la concha de estos moluscos
es un ligamento flexible de una proteina llamada abductina, que es un caucho
proteico. Gracias a esta estructura, solo se requiere un musculo, el aductor, que
cuando se contrae cierra las dos valvas y comprime el ligamento de abductina,
mientras que cuando se relaja, las valvas se abren por simple recuperacion
elastica, como puede apreciarse en la figura 2.5. Normalmente, estos animales
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necesitan cerrar las valvas con rapidez para protegerse de los predadores,
mediante una enérgica contraccion del musculo aductor, pero la velocidad con
que vuelven a separarse es de poca importancia. En la practica pueden tardar
entre dos y hasta diez segundos en abrirse después de una contraccion; de ahi
que sea suficiente con un solo musculo y un ligamento elastico. No obstante lo
cual, las propiedades elasticas de la abductina permiten que existan moluscos
bivalvos muy activos, como las veneras (Pectinidae), que nadan expulsando
agua en direccion contraria a su movimiento, abriendo y cerrando las valvas
con cierta rapidez (hasta unas tres veces por segundo).

\)

Miusculo

Ligamento externo —
& & aductor

(charnela)

Fig. 2.5. Musculo aductor de un bivalvo y mecanismo elastico de recuperacion.
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Fig. 2.6. Biceps y triceps braquiales en el brazo humano.



54 Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

Hay muchos casos en los que para producir una mayor variedad de
movimientos actlan varios musculos sobre una misma articulacion. En el
caso de los humanos, la rodilla y el codo son articulaciones tipo bisagra
sencilla, que sélo permiten la rotacion alrededor de un eje, el perpendicular
al plano de la pierna o del brazo, como puede apreciarse en la figura 2.6,
mientras que la articulacién de la mufieca, Ilamada condilea, permite la
rotacion alrededor de los dos ejes perpendiculares al eje del antebrazo.
Las articulaciones de la cadera y del hombro, Ilamadas esferoideas, son
del tipo bola de rodamiento en el extremo de uno de los huesos alojada en
una cavidad esférica del otro, lo que da libertad para girar alrededor de
cualquier eje. Existen, ademas, otros tipos de articulacion, como la pivotal,
que permite el giro de la cabeza gracias a que la primera vértebra, el atlas,
gira alrededor de una extension de la segunda, el axis, que actia como
pivote, o la deslizante, que permite deslizamientos limitados, como los que
se dan entre vértebras sucesivas.

En los vertebrados los musculos rodean al hueso, que es una estructura
interna, mientras que en los artropodos, el esqueleto es externo y sus
elementos tienen forma tubular, alojandose los musculos en su interior y
fijAndose a su cara interna. En los gusanos, que no tienen esqueleto al que
fijarse, hay una serie de musculos circulares y otros longitudinales a lo largo
del cuerpo. Cuando se contraen los musculos longitudinales, el gusano se
acorta, pero al conservarse su volumen total, se hace méas grueso, por lo que
los circulares deben extenderse. Por el contrario, si los musculos circulares
se contraen, el animal se hace mas delgado al tiempo que se alarga, lo que
implica que los longitudinales deben extenderse. Los movimientos laterales
se generan contrayendo solo los musculos longitudinales de un lado del
cuerpo y extendiendo los del lado contrario.

2.2.2 Las fibras musculares

En general, un musculo esquelético es un haz de células, o fibras, que se
mantienen unidas gracias a un tejido conectivo de colageno que se funde
en el tendon y éste transmite el movimiento al hueso mediante su insercién
en el mismo. El hueso, por su parte, es una estructura rigida y elastica a
la vez, de fibras de colageno, carbonato calcico, otras sales de calcio y
magnesio y agua. Una fibra muscular consiste en una membrana plasmatica
que contiene un conjunto de nucleos dispersos situados inmediatamente
debajo de ella y un citoplasma, constituido por miles de miofibrillas. Las
fibras musculares pueden llegar a tener, en el caso de los humanos, hasta
unos 30 cm de longitud y entre 0,005 y 0,10 mm de ancho. Las miofibrillas,
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por su parte, tienen la misma longitud que las fibras y son las responsables
de la contraccion del musculo y, por lo tanto, del desarrollo de la fuerza
muscular y los movimientos corporales.

Las neuronas motoras transmiten las sefiales desde la médula espinal,
ganglios u otras estructuras nerviosas e inervan las fibras musculares
estimulando su contraccion. Para el caso de miembros cuyos movimientos
son simples y en los que cooperan muchas fibras, como el biceps, una
misma neurona puede controlar cientos de fibras musculares, mientras
que en el caso de movimientos delicados, como los del ojo, la laringe o
los dedos, una neurona controla unas pocas fibras, incluso una sola de
ellas. Se llama unidad motora al conjunto formado por la motoneurona
y todas las fibras que ésta inerva. En los musculos esqueléticos de los
vertebrados, cada fibra recibe sefiales de una sola neurona (sefial que puede
compartir con otras fibras), mientras que en muchos invertebrados una fibra
muscular puede recibir sefiales de varias neuronas.

Hay otros tipos de musculo, como el cardiaco, parecido al esquelético
pero sin insercion en un hueso, con fibras que se ramifican e interconectan
y con un solo ndcleo por célula, y los musculos llamados lisos, que no
presentan las estriaciones de los dos anteriores, y que son los responsables
de los movimientos involuntarios de los vasos sanguineos, los intestinos
y, en general, de todos los sistemas tubulares y 6rganos huecos. Las fibras
de esta Ultima clase de musculo se contraen mas lentamente que las de los
musculos esqueléticos, que son las que vamos a estudiar en mas detalle.

Nervio

Musculo
Manojo de fibras
Célula muscular

Sarcomera

Filamento Filamento
de actina  de miosina

Filamentos

Tejido

conectivo Membrana

Miofibrilla

Fig. 2.7. Esquema de un musculo con las células musculares, las miofibrillas y las
sarcdmeras. Andersen et al. (2000).
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Cada miofibrilla estad compuesta por unidades repetidas llamadas
sarcomeras, dispuestas longitudinalmente, una a continuacion de la
otra, y unidas por discos que reciben el nombre de discos Z. Las sarcomeras
de los vertebrados tienen una longitud de unos 1,5 um (0,0015 mm) cuando
estan contraidas y pueden llegar al doble cuando estan completamente
extendidas, siendo justamente su capacidad para variar de longitud lo que
hace posible que los musculos se contraigan y ejerzan una fuerza sobre
las estructuras 6seas en las que se insertan. Cada sarcoOmera contiene
filamentos de un par de proteinas, el filamento grueso de miosina y el fino
de actina, que tienen la propiedad de poder deslizar uno respecto del otro.
Estan, ademas, colocadas de forma que la posicion de las sarcomeras de una
miofibrilla coincide con la de las miofibrillas adyacentes y asi, las zonas en
las que son predominantes uno u otro filamento estan en el mismo plano
transversal a la fibra muscular y eso es lo que produce su caracteristico
aspecto estriado. En la figura 2.8 puede verse la disposicion de filamentos
que corresponde a las sarcomeras en estado de relajacion y de contraccion.
En la figura 2.9 se observan las distintas bandas que se distinguen en el
tejido muscular y la superposicion de filamentos a que corresponde cada
una de ellas.

| Sarcomera I

[ |
Filamento grueso  Filamento fino
(miosina) (actina)

Disco Z RELAJACION T,I, CONTRACCION Disco Z

-%Eh

Fig. 2.8. Los filamentos gruesos (de miosina) y finos (de actina) deslizan unos respecto de
los otros modificando la longitud de cada sarcomera.
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Moleculas de actina G
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longltudmal
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sirs:” € | Corte transversal
Bandal BandaH LincaM Banda A

Fig. 2.9. Esquema de una sarcomera y los filamentos que la componen. La banda I esta
compuesta por filamentos de actina, la banda A por filamentos de actina y miosina, y la
banda H por filamentos de miosina. La linea M esta formada por proteinas que unen los
filamentos de miosina entre si, y la linea Z es el borde de los discos Z, formados por pro-
teinas que unen los filamentos de actina de sarcomeras adyacentes.
(Cortesia de Magdalena Cafiete, Departamento de Biologia de la UAM).

Los filamentos de actina estan fijos a los discos Z, mientras que los de
miosina pueden deslizar paralelamente a los de actina gracias a una serie de
extensiones, 0 puentes cruzados, situados a lo largo de la miosina y dispuestos
perpendicularmente a la direccion de deslizamiento, que se fijan a distintos
puntos del filamento de actina. Cada molécula de miosina tiene forma de
baston, alargada y con una cabeza globular en uno de los extremos. Cuando
las moléculas de miosina se unen longitudinalmente para formar un filamento,
las cabezas sobresalen y forman los puentes. Justamente, los cambios en la
configuracion de estos puentes, y en sus puntos de fijacion, son los responsables
del deslizamiento de un filamento respecto del otro, como una persona que sube
y baja a lo largo de una cuerda tirando con una mano, cambiando de posicion y
volviendo a agarrar la cuerda en otro punto para volver a tirar, lo que implica la
contraccion o extension de la sarcomera y, en consecuencia, de la miofibrilla a
la que pertenece. La longitud del filamento grueso es, por lo tanto, del orden de
la longitud de la sarcdmera contraida, unos 1,6 um en los vertebrados y unos
12 nm de diametro, mientras que cada uno de los dos filamentos finos enfrentados
en una sarcomera tienen alrededor de 1 um de largo y unos 5nm de diametro
(recordad que 1 um =10"° m=0,001mm y Inm =10 m =10"° mm).
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Fig. 2.10. a) Puentes de miosina. b) Disposicion transversal de los filamentos
de actina y miosina.

Sarcomera

Fig. 2.11. Corte longitudinal de una fibra de masculo esquelético. Las bandas claras son las 1,

divididas en dos por los discos Z. Las bandas oscuras son las A, que contienen una parte mas

clara, correspondiente a las bandas H, que, a su vez, estan divididas en dos por las lineas M
(Cortesia de Magdalena Cariete, Departamento de Biologia de la UAM).

Fig. 2.12. Variacion de la longitud de la sarcomera y aspecto de las estriaciones en funcién del
grado de contraccion. (Cortesia de Magdalena Cafiete, Departamento de Biologia de la UAM).



Dinamica. La fuerza en los animales 59

La disposicion transversal es tal que cada filamento de miosina esta
rodeado por seis filamentos de actina y cada uno de actina por tres de miosina
(ver la figura 2.10.b). Los puentes cruzados estan situados en las dos mitades
de cada filamento de miosina excepto en un pequefio segmento del centro. En
la posicion anterior a una contraccion muscular, los puentes de cada mitad del
filamento grueso estan dirigidos hacia el disco Z mas proximo a esa mitad,
de forma que, al tensionar, acercan los filamentos finos de cada sarcomera y
éstos a los discos Z, con lo que la longitud total de la sarcoémera disminuye,
permaneciendo inmovil el filamento grueso en su posicion centrada. La
contraccion muscular se debe, asi, al deslizamiento relativo de los filamentos,
que no se acortan, ensanchan ni pliegan de ninguna forma.

Filamento de actina

“ ’

— N8 30
)

Filamento de miosina

Fig. 2.13. Movimiento relativo de los filamentos en una miofibrilla y contraccion de una
sarcomera.

La disposicion en serie de las sarcomeras hace que el acortamiento de la
miofibrilla sea igual a la suma de los acortamientos de cada sarcomera,
mientras que la fuerza con que se mantiene contraida es proporcional al
numero de puentes fijos en cada sarcomera, por lo que los miisculos ejercen
una fuerza maxima cuando estan lo suficientemente contraidos como para que
todos los puentes estén enganchados, pero sin que la contraccion sea excesiva,
en cuyo caso los filamentos de miosina se acercarian demasiado a los discos
Z, e incluso llegarian a chocar con ellos, sin una ganancia en el namero de
puentes enganchados.

En la figura 2.14 puede verse la relacion entre la fuerza generada por
cada sarcomera y su longitud. Cuando esta completamente extendida no hay
puentes enganchados y la fuerza tiende a cero, mientras que cuando esta tan
contraida que los extremos del filamento grueso chocan con los discos Z, la
fuerza también se anula. EI maximo de fuerza se obtiene para una longitud
en la que todos los puentes estan activos. Lo normal es que, en todos los
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movimientos, los masculos tengan un grado de contraccion tal que la fuerza
esté cerca del maximo, es decir, tal que longitud de las sarcomeras varie entre
1,7 umy 2,5 um. Por ejemplo, las sarcomeras de los musculos flexores de
una rana cuando estan extendidas, en disposicion de iniciar el salto, tienen
una longitud de 2,3 um, mientras que cuando despega, una vez que las ha
contraido, han pasado a tener una longitud de 1,8 um vy, por lo tanto, se han
mantenido todo el tiempo en longitudes dptimas desde el punto de vista de la
fuerza que pueden desarrollar.
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Longitud de la sarcomera (jum)
Fig. 2.14. Fuerza relativa en funcion de la longitud de la sarcémera. Randall et al. (1998)

Alactuar las miofibrillas en paralelo, la fuerza de cada una es independiente
de las otras, siendo la fuerza total de un musculo la suma de las fuerzas
desarrolladas por las miofibrillas que lo componen, lo que implica que es
proporcional a su seccion transversal; cuanto mas grueso es un musculo,
mas miofibrillas contiene y mayor es la fuerza que puede desarrollar. Los
musculos esqueléticos de los vertebrados son capaces de ejercer una fuerza
méaxima de 300.000 N/m? = 30 N/cm?. Ya veremos que la unidad de presion
en el SI, llamada pascal, se define de forma que 1 Pa =1 N/m?, con lo que la
fuerza méxima por unidad de seccion transversal en un masculo es de unos
300.000 Pa, o bien de unos 300 kPa.

Las sarcomeras de los musculos de ciertos artropodos son mas largas,
Ilegando, por ejemplo, hasta unos 5,5 um cuando estan contraidas en el caso
de langostas y saltamontes, lo que implica que el nimero de puentes activos
es superior y la fuerza que pueden desarrollar es también superior. En el caso
de langostas y saltamontes, la fuerza maxima por unidad de seccion es de
unos 800 kPa. Este mismo valor es el que corresponde a la fuerza maxima
desarrollada por el muasculo aductor de los moluscos bivalvos.
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Ejercicio. Un misculo de rana de 1cm® de seccion contiene del orden
de 5x10™ filamentos gruesos. Como un musculo de esa seccion es capaz de

generar 30 N de fuerza, cada filamento genera lw =6x10" N-

X
Como hay unos 150 puentes en cada mitad del filamento, cada uno de éstos
tira con una fuerza de unos 4x10™" N.

Notese que si en 1 cm? de seccion hay 5x10% filamentos. entonces a lo
largo de 1cm de longitud sobre dicha seccion hay +5x10" =~ 2,24x10°

filamentos, lo que implica que la distancia media entre sus centros es:

I
2,24x10°

que es una distancia del todo compatible con el grosor de unos 12 nm de cada
filamento.

~4,5%x10°m = 45nm

La velocidad a que un musculo se contrae se suele medir en longitudes
por segundo, de forma que si una miofibrilla se contrae hasta la mitad de su
longitud en 0,5 segundos, se dice que tiene una velocidad de contraccion de 1
longitud por segundo (que es el resultado de dividir media longitud por el medio
segundo que tarda en contraerse). Los musculos més rapidos conocidos son los
de los ojos de ratas y ratones, en los que la velocidad de contraccién puede llegar
hasta unas 25 longitudes de fibra por segundo. Las fibras de otros musculos de
esos mismos animales y de otros vertebrados se situan en unas pocas (3 a 10)
longitudes por segundo, mientras que los de una tortuga se contraen con una
velocidad del orden de 0,1 longitudes por segundo. Por otra parte, la velocidad
de contraccion es inversamente proporcional a la longitud de la sarcomera, asi
que en un artropodo de sarcomeras largas, sus musculos pueden hacer mas
fuerza por unidad de masa muscular, pero se contraen mas lentamente.

Cuanto mas rapida es la contraccion, menos fuerza se puede hacer.
El maximo de fuerza solo se puede conseguir en contraccion lenta o sin
contraccién, con todos los puentes de miosina enganchados e inmoviles. En
efecto, al tirar de los filamentos finos, los puentes de miosina, aun en el caso
de que todos estén activos, en el momento previo al desenganche, llegan a
estar en una posicion en la que hay una reaccion elastica que tiende a ejercer
una fuerza en la direccion contraria; una vez desenganchados, buscan un
nuevo anclaje en el que vuelven a tirar en la direccion de acortar la sarcomera.
Ademas, la fijacion al nuevo punto requiere un cierto tiempo. Por lo tanto,
a gran velocidad, habra un cierto nimero de puentes desenganchados y
también otros que se encuentren en la posicion que genera una fuerza elastica
contraria.
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El resultado neto es que cuando un musculo se contrae rapidamente cada
puente ejerce, por término medio, una fuerza menor y ademas hay menos
puentes activos. Ambos fendmenos dan lugar a una disminucién de la fuerza
ejercida por el masculo, mientras que a velocidad cero, todos los puentes estan
inmoviles y fuertemente sujetos ejerciendo la tension maxima.

l.-'h" v

Fig. 2.15. Fuerza generada por un musculo en funcion de la velocidad de contraccion.

Este resultado es intuitivo y conforme a la experiencia cotidiana de mover
los objetos pesados lentamente y sélo ser capaces de contraer rapidamente un
masculo si la carga que soporta es pequefia o nula. Archibald V. Hill, en los
afios 30, aproximo el comportamiento de la fuerza en funcion de la velocidad
de contraccién con ayuda de la siguiente expresion:

1V
VM
®1+bv

donde F, es la fuerza desarrollada para velocidad cero, v,, es la velocidad de
contraccién maximay b es un parametro que caracteriza la forma de la curva
de la figura 2.15.

Los muasculos mas rapidos de rata o de raton a los que nos hemos referido
antes pueden contraerse tan rapidamente porque no realizan practicamente
ningln trabajo. Por el contrario, la tension de un mdsculo que no varia de
longitud, como cuando empujamos sobre una pared o tiramos de un soporte
fijo, es maxima y produce lo que se llama contraccion isométrica, aunque no
se produce contraccién en sentido literal, pero si estimulacion nerviosa de las
fibras musculares. Cuando si se produce un acortamiento del musculo, se dice
que la contraccién es isoténica.
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2.2.3 Fibras rdpidas y lentas

Existen diferentes variedades de moléculas de miosina, con caracteristicas
funcionales que modifican su velocidad de deslizamiento. Esta depende, a
su vez, de la velocidad con que se extraiga la energia necesaria para romper
el anclaje de los puentes y volver a fijarlos en otro punto. Cada operacion de
desanclaje y nuevo anclaje requiere hidrolizar una molécula de ATP (Adenosin
Trifosfato o Trifosfato de Adenosina) y gastar la energia contenida en su
enlace de fosforo de alta energia. Las fibras mas lentas pueden obtener la
energia necesaria del ATP sintetizado directamente por fosforilacion oxidativa
a partir de los hidratos de carbono y el oxigeno, desprendiendo CO, en el
proceso. Cuando las reservas de glucdgeno en el masculo se agotan, el aporte
de carbohidratos es insuficiente y, si el esfuerzo persiste aunque de forma
no muy intensa, el organismo puede utilizar grasas como fuente de energia
quimica y, en casos extremos, incluso proteinas. En todo caso, la velocidad
de la fibra estd limitada por la velocidad de incorporacion del oxigeno a los
organos respiratorios, de su difusion en la sangre y del transporte a través del
flujo sanguineo al tejido muscular. Este mecanismo directo es el que usan
los masculos llamados aerobios y el ejercicio que de él se deriva se conoce
también como ejercicio aerobio.

Sin embargo, los vertebrados (y algunos invertebrados) pueden utilizar
otro mecanismo, el llamado metabolismo anaerobio, que es capaz de generar
estallidos de actividad muscular demasiado violentos y rapidos como para
depender del aporte normal de oxigeno. En este caso, la energia necesaria se
obtiene a partir de ATP sintetizado en procesos que no consumen oxigeno.
Asi, durante el esfuerzo muscular maximo, el ATP puede sintetizarse a partir
de la fosfocreatina presente en el misculo con una eficacia y rapidez enormes,
aunque los depositos de esta sustancia se agotan en un periodo de entre ocho y
diez segundos, para el caso de los humanos, debido a que la concentracion de
fosfocreatina solo es unas pocas veces mayor que la de ATP. Este mecanismo
se conoce como anaerobico alactico.

Si la actividad muscular intensa se prolonga, entonces las moléculas de
ATP son sintetizadas por glucdlisis, pero el &cido piravico resultante no se
oxida en las mitocondrias por el procedimiento aerobio normal, sino que se
convierte en &cido lactico. Este proceso no consume oxigeno, pero genera
acido lactico como desecho y se conoce como mecanismo anaeroébico lactico.
Se trabaja, asi, con una deuda de oxigeno y se acumula &cido lactico, que
tiene efectos tdxicos en el musculo, produciendo una acidez que perturba
la actividad enzimaética responsable de la formacion de los puentes entre
filamentos y llega a bloquear su funcionamiento.
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Fig. 2.16. Los tres procesos que regeneran el ATP necesario para suministrar energia a las
miofibrillas y producir la contraccion muscular.

Asi, la prolongacion de un ejercicio muy intenso da lugar a sensaciones
de agarrotamiento, dolores y dureza muscular, junto con la imposibilidad de
mantener la intensidad del esfuerzo. Al hacer vida normal, el contenido de
acido lactico es de un milimol por litro de sangre; si mantenemos una carrera
continuada y suave normalmente se estabiliza en unos 2 a 3 milimoles por
litro, y cuando la concentracién supera los 20 milimoles por litro de sangre
la situacion se hace practicamente insostenible. Eso es lo que ocurre con
los corredores de 400 metros, que mantienen su esfuerzo practicamente al
maximo nivel y llegan a acumular, al final de la carrera, hasta 25 milimoles de
acido lactico por litro de sangre, lo que provoca, en atletas poco entrenados,
descoordinacion muscular, dolores intensos, vomitos, etc. Una carrera de 500
metros a este mismo nivel traspasaria ya el umbral de lo insoportable para el
organismo.
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Fig. 2.17. Test de acido lactico realizado a un fondista de élite. El atleta ha corrido 4 series
de 2.000 metros cada una a 4 min. 40 seg. con 30 seg. de recuperacion entre series.
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Fig. 2.18. Tipos de metabolismo para un ejercicio intenso y sostenido en funcién del tiempo.
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En consecuencia, en los intervalos de reposo entre periodos de actividad
anaerobia, es imprescindible un aporte extraordinario de oxigeno para
producir energia adicional que elimine el acido lactico existente y “saldar” la
deuda de oxigeno contraida. Un atleta que respira afanosamente después de
una carrera rapida esta, justamente, contrarrestando la acumulacion de &cido
lactico mediante una incorporacion extraordinaria de oxigeno al organismo.
Por esta misma razon, el ejercicio anaerobio no puede durar mucho, al no
tolerar el organismo el exceso de &cido lactico durante mucho tiempo.

Las fibras musculares son, en lo que se refiere a su velocidad de contrac-
cion y procesamiento de energia, de varios tipos: las tonicas, muy lentas,
capaces de contracciones continuas pero a pequefia velocidad, Gtiles para el
mantenimiento del tono postural, y las fasicas, que son las que mueven las
extremidades. De éstas, las fibras lentas, o de tipo I, son aerobicas, con
una gran resistencia a la fatiga, desarrollan poca fuerza por unidad de sec-
cion muscular y tienen muchas mas mitocondrias en su citoplasma que las
anaerobicas a fin de asimilar el oxigeno necesario simultaneamente con el
gasto de energia, lo que, junto con la gran concentracion de mioglobina y alta
capilarizacion, les da un tono rojizo, distinguible a simple vista. Las fibras
lentas son méas econdmicas desde el punto de vista energético y, por lo tanto,
presentan una ventaja evolutiva cuando no es necesario moverse a gran velo-
cidad, como es el caso de las tortugas, que cuentan con una sélida protec-
cioén pasiva gracias a su caparazon. Las fibras fasicas rapidas del tipo ITa
usan los mecanismos aerobio y anaerobio, con una resistencia a la fatiga y
una fuerza por unidad de seccién intermedias, tienen muchas mitocondrias y
sirven para mantener una locomocion sostenida y vigorosa, como en el vuelo
de las aves. Por ultimo, las fibras del tipo IIb se apoyan esencialmente en
el metabolismo anaerobio, son muy rapidas pero muy poco resistentes a la
fatiga, desarrollan una gran fuerza por unidad de seccion y tienen poca mio-
globina, lo que les da un tono mas palido.

Por ejemplo, lamasamuscular de los peces es, en su gran mayoria, anaerobia
para permitir rapidos y bruscos esfuerzos, aunque de corta duracion, y por
eso tiene un tono predominantemente blanco, mientras que hay una capa de
musculo rojizo bajo la piel que es la que sirve para nadar lentamente de forma
continuada. Una carpa (Cyprinus carpio), por ejemplo, da un coletazo cada
0,4 segundos en natacion continua mientras que en respuesta a una sefial de
peligro es capaz de dar un coletazo cada 0,025 segundos. En general, las
fibras lentas son importantes para todo tipo de ejercicios de resistencia, como
la carrera larga o el ciclismo, mientras que las fibras rapidas son las que
entran en juego en los momentos de maxima potencia, como en el sprint o la
halterofilia.
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En el caso de corredores de distancias cortas y gran velocidad, las reservas
de glucdgeno existentes en el misculo se agotan tras un intervalo de 6 a 8
segundos, momento en el que empieza a ser dominante el mecanismo de
produccion de acido lactico, el cual, a su vez, no puede prolongarse mas alla
de unos 40 segundos. Como puede verse en la figura 2.18, las distancias de
100 y 200 metros se basan casi exclusivamente en el glucogeno muscular y el
metabolismo anaerobio, aunque el aerobio, que funciona de forma permanente,
sigue proporcionando un 5 % de la energia necesaria en el primer caso y un
10 % en el segundo. Por el contrario, la carrera de los 400 metros (que dura mas
de 40 segundos) se encuentra en el limite de la acumulacién de acido lactico
que puede soportar el organismo y requiere ya una contribucion significativa
del mecanismo aerobio.

En una persona adulta hay, aproximadamente, un cincuenta por ciento de
fibras de cada clase (I y II) en los musculos directamente responsables de la
locomocidn, por ejemplo en el cuadriceps, pero hay diferencias individuales
muy grandes, tanto genéticas como derivadas del entrenamiento.
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Fig. 2.19. Composicion del tejido muscular en las piernas de un corredor segun su espe-
cialidad. Andersen et al. (2000).

Una persona con un 95 % de fibras lentas podria ser un buen maratoniano
pero no un buen sprinter, mientras que si tiene Gnicamente un 20 % de
fibras lentas, ocurrira lo contrario. Ambas caracteristicas tienen un fuerte
componente genético y el entrenamiento solo puede cambiar ligeramente el
balance entre los tipos de fibra.

A partir de una edad tan temprana como los 25 afios se pueden perder fibras
musculares, pero no ganar nuevas. Para una persona que no haga ejercicio
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intenso, a los 50 afios se ha reducido su masa de musculos esqueléticos en un
10 % y cuando se llega a los 80 afos, se puede haber perdido del orden de la
mitad de dicha masa muscular. El entrenamiento especifico puede aumentar la
masa muscular y contrarrestar, en el caso de las personas mayores, su pérdida,
aumentando el grosor de cada fibra pero no impidiendo la disminucién de su
numero. El engrosamiento de las fibras se produce porque aumenta el nimero
demiofibrillas en cada una de ellas mediante la generacion y el ensamblamiento
de nuevos filamentos de actina y miosina. El ejercicio desencadena, en los
tendones y otras estructuras asociadas a los masculos, sefiales quimicas que
activan los genes de los nucleos que producen moléculas de actina y miosina.
Pero producir mas filamentos requiere de mas ntcleos a fin de preservar una
cierta relacion entre el nimero de nucleos de una fibra y su volumen. Estos
nucleos provienen de células exteriores a las fibras, llamadas mioblastos, que
se dividen y proporcionan mas nucleos a la célula muscular.

La falta de ejercicio se traduce en un disminucion de la masa muscular
que puede comprobarse en las personas que han sufrido un grave dafio en
la médula espinal y han perdido movilidad en la parte inferior de su cuerpo.
Pero esa pérdida se refleja especialmente en las fibras lentas, que pueden
desaparecer casi completamente después de varios afios de falta de estimulos
nerviosos sobre el musculo, lo que parece indicar que la estimulacion eléctrica
es necesaria para mantener el tipo de estructura de la miosina en la que se
basan los musculos lentos.

2.3 La conservacion del momento
2.3.1 Sistemas aislados y definicion de momento

Un sistema aislado es aquel que no interacciona con ningln otro, lo que,
tal y como ya hemos dicho antes, puede visualizarse como un sistema muy
alejado de cualquier otro cuerpo o particula. Un sistema aislado puede ser muy
complejo internamente, con multitud de interacciones entre sus componentes
y, en la préactica, puede considerarse aislado del entorno si las energias de
interaccion con otros sistemas son muy inferiores a las que caracterizan las
interacciones internas. Un ejemplo de sistema practicamente aislado debido
a la debilidad de su interaccion con el entorno es una molécula de nitrégeno
del aire, mientras que otro sistema, de enorme complejidad interna, aunque
también aproximadamente aislado, es una galaxia. El caso mas sencillo de
sistema aislado es el formado por dos Unicas particulas que interaccionan
entre si. Si aplicamos a este sistema las leyes de Newton, tendremos:

Fl = FZl = mlal
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F2 = F12 = m2a2

y, sumando ahora las dos ecuaciones y teniendo en cuenta la ecuacion (2.3),
obtenemos:

ma, +m,a, =0

de donde se sigue que
d, -— —
a(leﬁszz):O (2.4)

Cuando la derivada con respecto al tiempo de una cierta magnitud cine-
matica (una magnitud cinematica es una funcién de las posiciones y las velo-
cidades de las particulas que componen un cuerpo) es cero, ocurre que dicha
magnitud no varia con el tiempo y se dice que es una constante del movi-
miento. La mayoria de las magnitudes cinematicas que introduciremos en
lo sucesivo son interesantes porque se conservan: son constantes del movi-
miento en ciertas circunstancias. Definimos el momento o momento lineal p,
también llamado cantidad de movimiento, impulso o impulsion, para una
particula, como el producto de su masa por su velocidad, y para un sistema
complejo como la suma de los momentos de sus particulas:

P = m;Vi (2.5)
— N —
P= Z p; (2.6)
i=1
Para un sistema aislado de dos particulas se sigue de la ecuacion (2.4) que:
O(lj—:) = 0= P = constante 2.7)

El momento de un cuerpo, al combinar masa y velocidad, es una mag-
nitud que proporciona mas informacion sobre su movimiento que la simple
velocidad. Un camidn y una mosca pueden ir a la misma velocidad, pero sus
“efectos” son muy distintos debido a su distinta masa. El momento tiene en
cuenta la masa y toma valores muy distintos en ambos casos aun cuando la
velocidad sea la misma.
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La segunda ley de Newton puede escribirse ahora, en funcion del momento
de una particula sometida a una fuerza, del siguiente modo:
— dp
F = _ 2.8
St (2.8)
que es una forma mas cercana a la formulacion original de Newton.

La conservacion del momento total para un sistema de particulas en
interaccion pero aisladas del entorno se puede generalizar sin dificultad al
caso de N particulas, incluso si N es enorme, siguiendo la misma pauta que
para el caso de dos particulas visto anteriormente:

dP _ d(m\7+m\7 +eeebmyV )-0
bk . ) tene N =
dt dt\* ? N

P= 61 +62 +---+BN = constante (2.9)

Asi pues, el momento total de un sistema aislado es siempre una cons-
tante del movimiento. Si en el instante inicial tenia un cierto valor, calcu-
lable a partir de las velocidades iniciales, ya siempre tendra el mismo valor.
Las velocidades de cada una de las particulas que lo componen variaran, pero
deben hacerlo de tal forma que el momento total permanezca constante. Notese
que este teorema de conservacion se deduce directamente de la segunda y la
tercera ley de Newton y es por completo independiente del tipo de interac-
ciones internas o del numero y complejidad de los componentes del sistema.

2.3.2 Choques y desintegraciones

Este resultado puede aplicarse al caso sencillo de dos cuerpos que chocan 'y
ese choque es lalnicainteraccion que acttasobre ellos. Decimos que el choque
es elastico cuando los dos cuerpos salen rebotados tras la interaccién sin
que se modifique su niimero ni su naturaleza y sin que haya pérdida de
energia cinética (que definiremos en detalle mas adelante).
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Fig. 2.20. Choque elastico entre el cuerpo 1 moviéndose a la velocidad \71 y el cuerpo 2 en
reposo.

El el caso de la figura 2.20 se supone que no hay interaccion con el entorno,
ni siquiera gravitatoria, por lo que el sistema de los dos cuerpos que chocan es
aislado. La conservacion del momento implica que:

mvi+m,Vz = m Vi +m,Vz

Lo que implica, a su vez, que existe una relacion entre las componentes
de las velocidades con que salen las particulas y las velocidades iniciales.
Suponiendo que la particula 2 esté inicialmente en reposo y tomando el eje X
a lo largo de la velocidad con que incide la particula 1, tenemos:

my, = myv,, +m,V,, = myv, cos6 +m,V, CoS¢y

0=myv, +my,, =my, send+m,v, senp

y de estas ecuaciones se pueden despejar la velocidad de retroceso v, de la
particula 2 y el angulo ¢ con el que retrocede en funcion de la velocidad v,
con la que sale la particula 1 y el &ngulo 6 que forma dicha velocidad con la
velocidad incidente:

‘2

vy =1 (v) +v,? = 2wy, cos6))

EYES
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tgp = — sen6d
v, /v, —cos@
Si, por ejemplo, la particula 1 sale de la interaccién en direccion vertical hacia
arriba, g = ., obtenemos:

2

v, = 22 2.10
2 1 1
m2

w¢=—ﬁ
V.

1

y, Si no se tiene en cuenta la conservacion de la energia cinética, no es posible
fijar mas los parametros de la colision. En todo caso, independientemente
de la naturaleza del choque y sin mas que aplicar las ecuaciones obtenidas a
partir de la conservacién del momento, se sabe, a partir de la ecuacion (2.10),
que en el limite en el que m, > m,, que corresponde al caso de una particula
en reposo con una enorme inercia, practicamente un punto fijo sobre el que
colisiona la particula 1, v, — 0, es decir, la particula 2 apenas se mueve por
efecto del choque.

La colision es inelastica cuando hay pérdida de energia cinética en el
choque, normalmente en forma de calor o en la deformacion mecanica de los
cuerpos que chocan. Un caso extremo de interaccién inelastica es aquel en el
que los dos cuerpos permanecen unidos, empotrados uno en el otro, tras la
colision. En ese caso la conservacion del momento se expresa del siguiente
modo:

M, V1 +M,V2 = (M, +m, )V

siendo v+ la velocidad final del sistema formado por los dos cuerpos unidos.
Para el caso anterior, de una particula moviéndose a lo largo del eje X y la
otra en reposo, la velocidad final tiene que estar necesariamente alineada con
el eje X y sumddulo sera:

- m
2

=1 y 211
m+m, (210)

En el caso particular m, > m,, la ecuacion (2.11) indica que la velocidad
final del conjunto es igual a la del cuerpo incidente. Se trata de un cuerpo
pesado que practicamente “arrolla” al mas ligero, que estaba en reposo.
Si, por el contrario, m, < m,, entonces la velocidad final tiende a cero: un
cuerpo ligero que se empotra sobre uno méas pesado apenas puede moverlo.
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Si las dos masas son iguales, m, = m,, la velocidad final es la mitad de la del
cuerpo incidente.

Ejemplo. Uno de los procedimientos para medir la velocidad de una bala
es dispararla contra un blogue de madera de gran masa y medir la velocidad
con que éste se mueve. Si una bala de 12 g se incrusta en un blogue de madera
de 6 kg y el conjunto bloque-bala sale despedido a una velocidad de 0,8 m/s,
la velocidad con la que ha tenido que incidir la bala es:

_ 6,012

v, x0,8~401m/s
0,012

Otro de los casos sencillos en los que puede aplicarse la conservacion
del momento es el de un sistema que se fragmenta en otros varios como
consecuencia de sus interacciones internas. Es el caso de un proyectil que
se rompe en vuelo, el de un ndcleo o un atomo que se desintegra, o el de un
cohete que va eliminando parte de su combustible interno. En todos estos
casos, el estado inicial es el de un solo cuerpo, por lo que la ecuacion general
que expresa la conservacion del momento es:

MV = M,V1 + M, V2 +---+ My Vy (2.12)

donde mi,\7i son las masas y velocidades de los fragmentos en los que se
divide el cuerpo con una masa inicial my una velocidad inicial v.

Cuando la particula inicial estad en reposo y se desintegra en dos fragmentos,
las velocidades con que salen despedidos deben cumplir la condicion:

0=myv,+m,v,

lo que implica que las velocidades son paralelas y en sentido contrario, es
decir, los fragmentos salen en direcciones opuestas.

2.3.3 La propulsion a chorro. El calamar

Los cohetes que ponen en Orbita lanzaderas o estaciones espaciales y
los que sacan de la Tierra las sondas que viajan a otros planetas, del mismo
modo que algunos animales marinos como el calamar, se mueven gracias a
la conservacion del momento. En efecto, debido a sus interacciones internas
(combustion del combustible que transportan o contraccion muscular)
generan un haz de gases o liquidos que salen a gran velocidad por una tobera,
moviéndose el resto del cuerpo en la direccién contraria para conservar el
momento total. Es exactamente lo mismo que ocurre cuando un globo se
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deshincha y el aire sale en una direccion mientras que el globo se mueve en
direccion contraria.

Presion del aire externa

Presion dc!/
aire interna
4"\\ en movimiento | Globo en movimiento —_—

Fig. 2.21. Un globo que pierde aire en una direccion se mueve en la direccion contraria
debido a la conservacion del momento.

Los calamares son los invertebrados que pueden moverse a mayor
velocidad en el agua, alcanzando grandes velocidades gracias al mecanismo
de la propulsion a chorro, el mismo que los cohetes, es decir, aprovechando
la conservacion del momento. En efecto, estos animales poseen una cavidad
externa al cuerpo del animal, rodeada por un manto de paredes musculosas,
que se llena de agua.

__#Cavidad del manto

<=

a) Hendidura para la entrada de agua

Tinica interna

- "~ 3

. i B
; '-.-—-—'-'""_'_'_F Capa muscular
S

Tinica externa

Fig. 2.22. (a) Circulacion del agua en la cavidad del manto.
(b) Estructura del manto.

Los musculos circulares del manto son capaces de ejercer, al contraerse,
una presion adicional sobre el agua de la cavidad del orden de 0,4 atmosferas
(aproximadamente 40.000 N/m?). El agua sale, asi, expulsada a través de un
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conducto estrecho, llamado embudo o sifon, a gran velocidad. Como todas las
complejas interacciones que dan lugar a la contraccion muscular y la expulsion
del agua son internas, el momento debe conservarse, lo que implica que el
calamar se mueve en direccion contraria al agua expulsada, exactamente
igual que un cohete que se impulsa expulsando gas por sus toberas.
Cuando la cavidad esta vacia puede volver a llenarse a través de la hendidura,
muy ancha, que forma el borde del manto y la cabeza, de forma que el agua
que entra lo hace a pequeria velocidad, casi en reposo respecto del animal y no
tiene efecto mecéanico alguno. Mientras se llena, una valvula impide el flujo
a través del embudo, pero cuando la cavidad esta llena, el borde del manto se
cierra sobre la cabeza y el agua no puede salir por el mismo sitio por el que ha
entrado, sino solo a través del embudo, a gran velocidad debido a la estrechez
de este ultimo.

Normalmente el calamar contrae lentamente los muasculos del manto con
objeto de asegurar el flujo de agua a través de las branquias, situadas en la
cavidad, y respirar, pero cuando quiere moverse con rapidez las contracciones
son violentas y los chorros de agua expulsada hacen que el animal adquiera
una gran velocidad.

El manto es una gruesa capa de musculo protegida por dos tunicas, una
externa y otra interna, de fibras de colageno que aseguran su resistencia y
una gran flexibilidad de movimientos. La capa muscular esta organizada en
gruesos bloques de fibras circulares, que rodean la cavidad, y fibras radiales
que lo recorren longitudinalmente. Ambos tipos de fibras son antagonistas.

Asi, cuando los masculos circulares se contraen, se produce una dismi-
nucién en el volumen de la cavidad, al tiempo que se cierra la hendidura
entre el borde del manto y la cabeza, y el agua tiene que salir por el embudo.
Cuando, por el contrario, se contraen los musculos radiales, se relajan los
circulares y la cavidad aumenta de volumen, inhalando agua del entorno. Las
contracciones lentas estan controladas a traves de un sistema de muchas neu-
ronas motoras de pequefio tamafio, mientras que las contracciones rapidas del
manto se desencadenan a través de dos axones gigantes, provenientes de dos
neuronas especializadas, que aseguran la sincronizacién del movimiento de
contraccion del manto en un Gnico impulso motor y hacen que la expulsion
del agua se produzca con gran eficacia.

Los calamares pueden moverse en cualquier direccion, incluso hacia
adelante, girando el extremo del embudo, de forma que la extremidad por la
que sale el agua se oriente siempre en direccion contraria a la del movimiento.
Un calamar del género Loligo, de unos 20 cm de largo, puede alcanzar una
velocidad del orden de los 2 m/s en una sola contraccion, con un ritmo de
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hasta dos contracciones por segundo, siendo la masa de agua contenida en
la cavidad del orden de 0,6 veces la masa del cuerpo. Si llamamos u a la
velocidad de salida del agua por el embudo y v la velocidad a que se mueve
en direccién contraria el cuerpo del calamar tras la contraccion, en el caso en
que ésta sea rapida y pueda considerarse que el agua sale instantaneamente,
la conservacion del momento, en el caso de partir de una situacion en la que
el animal esté en reposo, implica que:

P=myv-mu=0

m
v=u—-~
mC

donde m, y m. son, respectivamente, la masa del agua expulsada y la del
cuerpo del calamar.

Debido a la fuerte friccion con el agua, la formula asi obtenida nos da sélo
la velocidad inicial del animal, que se amortigua rapidamente. Si se tiene en
cuenta el tiempo a lo largo del cual se produce la expulsion del fluido (agua
para el calamar o gases para un cohete) y el cambio progresivo en la relacion de
la masa expulsada y la que se mueve en direccidn contraria, se encuentra una
expresion mas complicada y precisa que no consideraremos aqui. A partir de la
relacion entre las masas m, y m, obtenemos la relacion entre la velocidad de
salida del agua por el embudo, u, y la velocidad de retroceso del calamar, v:

My _ |, 0,6m.

V=u—4=
Me m

=0, 6u

C

y tomando ahora la velocidad inicial adquirida por propulsion, por ejemplo,
igual a 2 m/s, podemos despejar u, obteniéndose un valor de 3,3 m/s. Hay
calamares voladores que salen despedidos fuera del agua debido al impulso
que se dan y han llegado a aterrizar sobre cubiertas de barcos situadas a cuatro
metros de altura. Un calamar de este tipo, como el Dosidicus gigas, para
elevarse a una altura de cuatro metros debe alcanzar los 9 m/s de velocidad
inicial, lo que da, suponiendo la misma proporcion entre masa de agua y masa
corporal que en el caso anterior, la considerable velocidad de salida del agua
por el embudo de unos 15 m/s. En realidad, los resultados asi obtenidos repre-
sentan una cota inferior a las velocidades del agua expulsada que, teniendo en
cuenta los efectos de la expulsidn progresiva, siempre es algo mayor, en este
caso unos 19 m/s.

El calamar es el animal que mas ha perfeccionado el sistema de propulsion
a chorro basado en la conservacion del momento, pero otros cefalépodos lo
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utilizan también, asi como algunos moluscos bivalvos, o larvas de insectos
que expulsan agua por el recto, lo que les sirve para desplazarse a pequefias
velocidades, y hasta las medusas, cuyo movimiento se basa en la circulacion
del agua generada por la contraccion de su cuerpo en forma de campana.

2.4 El centro de masas
Definicion

Para un sistema formado por un conjunto de N particulas, por ejemplo
un ser vivo en el que las N particulas son las moléculas que lo componen o
las distintas partes de su cuerpo, se puede definir un punto especial, llamado

centro de masas, que es un promedio ponderado de las posiciones de esas
particulas: N

imiﬁ (2.13)

N . -
donde M = Zizlmi es la masa total del sistema. Para el caso de particulas de
igual masa, el centro de masas es simplemente la posicién promedio, como
puede verse si se ponen todas las masas m. iguales a un cierto valor m:

- 1 &~
I'cm —W;I’i

Sin embargo, para componentes con masas desiguales, el centro de masas
se sitla mas cerca de las masas mas grandes.

Ejemplo. Para dos particulas iguales, el centro de masas es simplemente
el punto intermedio entre las dos, mientras que cuando una de ellas, por
ejemplo m,, es mucho mayor que la otra, tenemos:

= _mr+m,re ~mlr1

Fem = =TI
m, +m, m,

Es decir, el centro de masas se sitla cerca de la posicion de la particula mas
pesada. Es el caso del sistema Sol-Tierra. Si tomamos como origen de coor-
denadas la posicion del centro del Sol, la Tierra se encuentra a una distancia
aproximada de 150 millones de kilémetros y, sabiendo que la masa del Sol es
unas 330.000 veces superior a la de la Tierra, podemos calcular la posicion
del centro de masas:
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8
X, = Mg, x 0+ m; x1,5x10 ~ 450 km
330.000m; +m,

es decir, dado que el radio del Sol es de unos 700.000 km, el centro de masas
del sistema Tierra-Sol se encuentra en un punto situado dentro del Sol, muy
proximo a su centro. Lo mismo ocurre en el sistema Tierra-Luna y en el sis-
tema proton-electréon de un atomo de hidrogeno, solo que en este caso la
masa del proton es unas 1.840 veces superior a la del electrén.

Si el sistema es continuo y no formado por un conjunto discreto de
particulas, la definicion de centro de masas puede generalizarse considerando
cada elemento diferencial de volumen como un punto de masa dm situado en
una cierta posicion y y sustituyendo la suma por una integral:

- 1 - 1 ¢= .-
rem = Y; L_:‘dm = I _[_J'pa" ¥

Z

Fig. 2.23. Cuerpo continuo.

donde la integral esta extendida a todo el volumen V del cuerpo, p es la den-
sidad, que puede variar con la posicion, y M es su masa total.

Ejemplo. Consideremos el caso simple de un cuerpo unidimensional, es
decir, una varilla. En ese caso, podemos tomar el eje X a lo largo de la varilla
y, de esta forma, solo interviene la coordenada x.



Dinamica. La fuerza en los animales 79

a) b)

Fig 2.24. Varilla unidimensional: (a) de densidad uniforme, (b) de densidad proporcional
a la distancia a uno de sus extremos.

Para un objeto unidimensional, se define la densidad lineal como la masa
por unidad de longitud. Escogiendo el origen de forma que coincida con el
extremo izquierdo de lavarilla, y llamando A aladensidad lineal, dm = Adx,
el centro de masas es:

1.t 1.
Xem _ML de‘ﬁjo XAdx

Para el caso de una varilla homogénea, es decir, de densidad uniforme,
M = A Ly la posicién del centro de masas:

A

N

N |

1
o =
se encuentra en el centro de la varilla, como resulta intuitivo. Consideremos
ahora que la densidad varia con la posicion, aumentando linealmente a lo

largo de la varilla, 2 = kx, siendo k una constante. En este caso:

M = Idm _[/”de ijdx kL
y el centro de masas estara situado en:
| | k ¢ > kD 2
Xen :E _l: xdm :E J:_\‘/ldr :E J: X dx= v, = 3 L (2.14)

El centro de masas se encuentra en este caso escorado hacia la parte mas densa
de la varilla. Un ejemplo aproximado de varilla cuya densidad aumenta lineal-
mente hacia un extremo es un bate de béisbol, y su centro de masas se encuentra,
de acuerdo con la expresion (2.14), a un tercio de su longitud, aproximadamente,
del extremo mas grueso y a dos tercios del extremo mas delgado.
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Para sistemas con una cierta simetria, el centro de masas se sitla
siempre en el centro, el eje o el plano de simetria. Por ejemplo, en una
esfera, un cubo o un cilindro homogéneos, el centro de masas esta en el centro
geométrico.

Para una persona, el centro de masas se encuentra aproximadamente a la
altura del ombligo (ver el Ejercicio 2.11) y a unos tres o cuatro centimetros
por delante de la vertical del punto de unién de los tobillos con los pies. Para
un sistema formado por varios cuerpos extensos, el centro de masas se
calcula como si cada uno de ellos fuera puntual y toda su masa estuviera
concentrada en su centro de masas. Gracias a esta propiedad hemos podido
calcular anteriormente el centro de masas del sistema Tierra-Sol, considerando
que cada uno de los dos astros es un punto situado en su centro respectivo que
concentra toda su masa.

El centro de gravedad se define del mismo modo que el centro de
masas, pero ponderando con los pesos de las particulasy no con las masas.
Naturalmente, para el caso de cuerpos sobre la superficie terrestre el peso es
siempre igual a mg con g constante, por lo que coinciden centro de masas
y centro de gravedad. En lo sucesivo, utilizaremos indistintamente ambas
expresiones porque siempre nos referiremos a sistemas cuyos componentes
estan sujetos al mismo campo gravitatorio.

El movimiento del centro de masas en sistemas aislados
La velocidad con que se mueve el centro de masas de un cuerpo sera:

- drev 1 - 1 -
Vem = =—> mvi=—~P
ST Y Zl: AY

Para un sistema aislado sabemos que el momento total se conserva, por
lo que también la velocidad del centro de masas es constante. Asi, para un
sistema complejo, con multitud de interacciones internas pero aislado
del exterior, el centro de masas permanece en reposo o sigue un movi-
miento uniforme y rectilineo, independientemente de los movimientos de
las partes que configuran dicho sistema. Por ejemplo, el centro de masas de un
astronauta fuera de toda interaccion externa, en el espacio exterior, se mueve
indefinidamente con movimiento uniforme y rectilineo. Puede girar o mover
los brazos y las piernas, pero no puede alterar con sus propias fuerzas la velo-
cidad de su centro de masas.

Ejemplo. Consideremos un sistema formado por un carro y una persona
situada en uno de sus extremos, segun la figura 2.25.
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b) c)

Fig. 2.25. Persona desplazandose sobre un carro que se mueve horizontalmente sin
rozamiento con el suelo. (a) Situacion inicial. (b) Situacién intermedia. (¢) Situacion final.

Partimos de una situacion de reposo, en la que el momento inicial es
cero y, por lo tanto, la velocidad del centro de masas es cero. Si no hay
interaccion con el entorno porque no hay rozamiento con el suelo ni con
el aire, el sistema puede considerarse aislado y la velocidad del centro de
masas sera indefinidamente cero, es decir, permanecerd en la misma posicion
gue ocupaba en el instante inicial. Supondremos que el carro es simétrico
respecto del plano transversal que pasa por su centro, de forma que su centro
de masas esta a una distancia = del origen, siendo L su longitud total.
Llamando M a la masa del carro y2m alade la persona, la posicion del centro
de masas es:

_mx0+MxL/2 M xh
m+M M+m 2

(2.15)

XCM

Si la persona puede caminar sobre el carro es porque ejerce una fuerza
de friccion con los pies sobre su superficie, es decir, como resultado de inte-
racciones internas al sistema. La conservacion del momento implica que, si
la persona se mueve en un sentido, el carro debe moverse en el contrario, de
forma que el momento total siga siendo cero o, lo que es lo mismo, que la posi-
cién del centro de masas no varie, lo que permite calcular la distancia que el
carro ha tenido que desplazarse hacia atrdas cuando la persona llega al final
del mismo y se detiene. En esta situacion, la posicion del centro de masas es:

m(L—d)+M(|£—d)

= 2.16
= o (2.16)

siendo d el desplazamiento total. Igualando ahora las expresiones (2.15) y
(2.16), obtenemos:
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d= m

= L
m+ M

Noétese que si la masa del carro es enorme respecto de la de la persona
(M > m), por ejemplo un vagén de ferrocarril, la distancia retrocedida es
practicamente cero. Por el contrario, para un bote sobre el agua o un carro
ligero, cuya masa sea igual a la de la persona (M ~m), la distancia retro-
cedida es justamente la mitad de su longitud.

Balistocardiografia

Consideremos un sistema formado por una caja de masa M que contiene
un muelle sujeto rigidamente a la caja y en cuyo extremo libre puede oscilar
un cuerpo de masa m.

M

\

. X

Fig. 2.26. Cajarigida de masa M en cuyo interior hay un cuerpo de masa m que puede
moverse por la accién de un muelle sujeto a la caja. La posicion del centro de masas de la
caja es x_y la del sistema caja + cuerpo oscilante es x . EI muelle y la sujecion de éste a la
caja se toman de masa nula.

Si la caja esta sobre una superficie horizontal sin rozamiento, su peso esta
compensado por la fuerza de contacto de la superficie, por lo que la fuerza
externa neta actuando sobre el sistema es cero. Las fuerzas responsables de la
oscilacion del cuerpo de masa m, a través de la unién rigida entre el muelle y
la caja, son internas al sistema. Si el conjunto estaba inmaovil en el momento
inicial, la posicion de su centro de masas respecto de un eje de coordenadas
ligado a la masa sera:

_ Mx +mx, (217)

Xou M +m
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donde Xc es la posicion del centro de lacajay X, es la posicion de la masa m.
El centro de masas del conjunto no variaré en el tiempo; es decir, su derivada
respecto del tiempo sera nula. Si tomamos como origen de coordenadas la
posicion del centro de masas del sistema, x_,, = 0, de acuerdo con la ecuacion
(2.17), tiene que cumplirse en todo momento que:

Xe = -2 x (2.18)
C M m '

Si la masa ligada al muelle oscila, entonces la caja tendré que oscilar en sen-
tido contrario para que el centro de masas del sistema permanezca inmovil. Si
la oscilacion de la masa interna tiene una amplitud x, su posicion vendra dada
por la expresion x =X, sen (wt), donde e es un parametro llamado pulsacion
(sobre el que se volvera en la seccion dedicada al movimiento oscilatorio) y la
caja oscilara en sentido contrario con la misma pulsacion pero con diferente
amplitud:

m
Xe = v X, sen(owt) (2.19)

lo que asegura que se cumple la ecuacién (2.18). Es decir, registrando los
movimientos externos de la caja podemos deducir el tipo de movimiento que
la masa m realiza en su interior.

La técnica que permite estudiar el movimiento de la sangre de una persona
midiendo los pequefios movimientos del cuerpo que se derivan del mismo se
Ilama balistocardiografia y se basa en el principio estudiado en los parrafos
anteriores. En efecto, durante la fase de sistole el coraz6n impulsa unos 65 g
de sangre por el sistema arterial, principalmente a través de la arteria aorta,
desplazando el centro de masas de la sangre impulsada unos 7 cm. Durante
la didstole la sangre fluye de nuevo al corazén a través de las venas cava y
pulmonares, describiendo asi un movimiento aproximadamente oscilatorio con
un periodo de unos 0,8 segundos (lo que equivale a un ritmo cardiaco de unas
75 pulsaciones por minuto e implica que el corazon bombea 75x 65 ~ 5.000
gramos de sangre por minuto).
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Suspension en aire

Fig. 2.27. Dispositivo para balistocardiograma.

Supongamos ahora que una persona yace sobre un soporte horizontal que
puede moverse sin rozamiento, por ejemplo sobre un flujo de aire. El cuerpo
de la persona es como la caja del ejercicio anterior y la sangre juega el papel de
masa oscilante en su interior. Puesto que no hay fuerzas externas, la condicion
de que el centro de masas total permanezca inmdvil implica que el cuerpo de
la persona (que suponemos de 70 kg) oscilara para compensar la oscilacion de
la sangre con el mismo periodo de 0,8 segundos y una amplitud A_:

m 0,065

= —x =——-x0,07 =6,5x10°m =0,065 mm = 65
Ao M ° 70 H

El desplazamiento producido es minusculo pero observable y separable
de vibraciones que proceden del medio debido a que se produce con una fre-
cuencia especifica, que es la de la pulsacion cardiaca. Un balistocardiograma

tipico es el de la figura 2.28, en el que puede verse que el desplazamiento es
periddico pero s6lo aproximadamente sinusoidal.

&0 1

0 010203 040506 0708

Desplazamiento X (en pm)
::.’ =

Tiempo (segs)

Fig. 2.28. Balistocardiograma: oscilacién del cuerpo en posicion horizontal por efecto de
los latidos del corazén.

A partir del estudio de esa curva puede calcularse, en principio, la masa
de sangre bombeada por el corazon en cada contraccién, que es una mani-
festacion del funcionamiento del sistema cardiovascular. De todas formas,
la interpretacion de un balistocardiograma es dificil y debe completarse
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con medidas de velocidad y aceleracion del movimiento, asi como con
electrocardiogramas.

El movimiento del centro de masas en sistemas en interaccion

Consideremos ahora un cuerpo en el que sus componentes estan Some-
tidas no solo a las fuerzas internas, sino tambien a fuerzas externas F®. Para
el caso de dos particulas, las ecuaciones de Newton se escriben del siguiente
modo:

= =@
Fi=F: +Fa= mal

_>(e

F.=F, +F12—m as
Sumando ahora estas dos expresiones y recordando la tercera ley de Newton

(F12 = —F2), resulta que:

—(e) _—=(e) —=(e)

F =F +F2 —m1§1+m252

y recordando, de la definicion del centro de masas:

obhtenemos:

E — M CM_MdVCM dPcwm

dt dt

Es decir, el centro de masas se mueve con una aceleracion igual a la que
tendria una particula que concentrara toda la masa del cuerpo y sobre la
gue actuara la suma de todas las fuerzas externas.

(2.20)

Ejemplo. Un saltador de longitud, mientras va en carrera hacia la tabla
de saltos, interacciona con el suelo a través de sus pies y va acelerando su
movimiento. Cuando da el impulso final y despega, no hay més interacciones
que las internas, gracias a las que puede mover sus miembros durante el
salto, y la gravedad terrestre como Unica fuerza externa. Asi, su centro de
masas describe un movimiento parabdlico determinado por la velocidad
inicial (sus dos componentes, horizontal y vertical), sin que el saltador pueda
alterar su movimiento. Los movimientos que realiza durante el vuelo le
permiten aprovechar mejor el rozamiento con el aire, por lo que en vacio
serian irrelevantes, y también aterrizar en una posicion que le permita tocar
el foso de saltos con los pies lo més lejos posible del punto de batida, pero no
para alterar la trayectoria de su centro de masas.
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Fig. 2.29. Salto de longitud y movimiento del centro de masas del saltador.

Si un saltador sale de la tabla de batida con una velocidad de 11 m/sy un
angulo de elevacion o = 20° (parametros tipicos de Carl Lewis, por ejemplo),
el centro de masas, que partiria desde una altura y, de aproximadamente
un metro en el momento del despegue, llegaria al suelo, tras aplicar la
expresion (1.20), a una distancia de unos 10 metros del punto de salida (la
mejor marca de Carl Lewis es de 8,87 m, obtenida en 1991, mientras que
el récord del mundo lo batio ese mismo afio Mike Powell saltando 8,95 m).
En este calculo no se ha tenido en cuenta el rozamiento con el aire, que
disminuiria ligeramente la distancia recorrida, ni que el centro de gravedad
no llega nunca al suelo, sino que esta todavia a una cierta altura cuando los
pies impactan sobre el foso de caida. Es también muy facil calcular la altura
maxima durante el salto. En efecto, si la componente vertical de la velocidad es
Vo, = Vo S€N @ = 3,76 m/s, la altura maxima sobre el punto de partida sera

VZ
h=-2%0,72m
29

que sumado al metro de altura desde el que se inicia el salto, da para el
centro de gravedad del atleta una altura maxima del orden de 1,7 metros.

El choque de un cuerpo contra el suelo

De la ecuacion (2.20) puede deducirse que:

ty—(e) t — . _
’F ) dt :Izd Pcv = Pacv — Piem
b b
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donde El,CM y 52,CM son, respectivamente, los momentos final e inicial del
centro de masas. Considerando movimientos en una dimensién y suprimiendo
indices y superindices, en el bien entendido de que se trata de fuerzas externas
totales y momentos del centro de masas del cuerpo sobre el que se aplican esas
fuerzas:

ﬁ%m:g—a (2.21)

Cuando se producen choques o interacciones de corta duracion, se puede
aproximar la fuerza que actda durante el choque por una fuerza promedio
aproximadamente constante F . En estas condiciones, podemos integrar la
ecuacion (2.21) y obtenemos:

FAt=P,—P,

Consideremos ahora una persona en un ascensor que cae en caida libre debido
a que se haroto el cable de sustentacion. Al impactar contra el suelo puede ocurrir
que el choque sea elastico y rebote por completo, en cuyo caso el momento de la
persona después del choque es igual al que llevaba antes pero cambiado de signo,
0 que no rebote en absoluto, en cuyo caso el momento final es cero. Tomando
como sentido positivo el vertical hacia arriba, que es el de la fuerza F, del suelo
sobre el cuerpo, P, esiguala —P, donde P es el modulo del momento incidente
y el momento saliente P, = xP, donde x es un niimero que varia entre 1 cuando el
choque es elastico y 0 cuando el cuerpo no rebota en absoluto. En la aproximacion
de una fuerza constante durante el tiempo del choque:

FAt=xP+P=CxP=Cxmv (2.22)

donde C =1+ x es una constante que vale 2 para el caso de rebote completo, 1
para el caso de ningun rebote y un valor entre 1 y 2 para todos los casos inter-
medios, m es la masa y v la velocidad. Si la caida ha sido libre y despreciamos el
rozamiento, la velocidad es una funcién de la altura de caida h:

v =,/2gh

de donde:
F=c™_c L\/Aztgh 2.29)

Pongamos algunos numeros. Si el golpe ha sido seco, contra un suelo duro
y manteniendo rigido el cuerpo, el tiempo de choque serd muy corto, del orden
de unos 5 milisegundos. Si la persona cae desde 20 metros (unos 6 pisos) y pesa
70 kg:
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F =c/0xV2x9,8x20 . 590000 N

0 0,005

Por lo tanto, la fuerza experimentada en el choque varia entre 280.000 N y
560.000 N, segun sea el valor de C, es decir, el equivalente a un peso entre 28
y 56 toneladas. Ndtese que la velocidad de caida es de unos 20 m/s (71 km/h),
por lo que la fuerza calculada es la misma que sufriria el pasajero de un
automovil circulando a esa velocidad en un choque seco, contra un muro de
hormigon, por ejemplo. Volviendo al ascensor, si la persona cae de pie rigida-
mente, la mitad de la fuerza se aplicara a cada una de las dos piernas, especi-
ficamente sobre la tibia. El punto més débil de la tibia es el mas estrecho, un
poco por encima del tobillo, con una seccion de unos 3,5 cm?, de forma que
la fuerza por unidad de seccion en ese punto de una de las dos tibias, lo que
Ilamaremaos esfuerzo en el capitulo 16, seré:

G:E:CXM:CX4O.OOON /cm?
S 2x3,5

Pero el esfuerzo de rotura por compresion longitudinal para un hueso es
del orden de 16.000 N/cm?, entre 2,5y 5 veces menor que el soportado en el
choque, lo que implica que, en estas condiciones, el hueso se fracturara. Si en
la parte del suelo donde choca el ascensor hay un amortiguador, como mue-
Iles o un material blando, el periodo de tiempo de colision se prolonga, lo que
disminuye la fuerza ejercida durante ese periodo (ver ecuacion (2.23)). Asi,
si la duracion del choque se multiplica por diez, la fuerza disminuye en esa
misma cantidad y los dafios causados son menores. Otra forma de disminuir
los dafios es aumentar la superficie sobre la que se reparte la fuerza adoptando
una posicion tendida, aunque entonces puede sufrir la columna o la cabeza,
pero el impacto, medido en fuerza por unidad de superficie, es menor.

Cuando una persona cae desde una cierta altura sobre sus pies, el fenémeno
es el mismo y las expresiones obtenidas més arriba siguen siendo validas.
Lo que se hace instintivamente, en este caso, para aumentar la duracion
del impacto y disminuir, en consecuencia, la fuerza soportada, es doblar
las rodillas gradualmente de forma que la fuerza se reparta a lo largo del
tiempo que media desde que hacemos contacto con el suelo hasta que cesa el
movimiento.
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Fig. 2.30. Flexion de piernas en la caida vertical. El intervalo Ah es la distancia de decele-
racion desde la velocidad de caida hasta la velocidad cero.

Supongamos, entonces, que la persona llega al suelo con una velocidad,
v, tras caer desde una altura h. Desde que toca el suelo hasta que queda en
reposo hay una deceleracion, cuyo promedio es a, generada por los musculos de
las piernas al doblarse por las rodillas, que reduce la velocidad de caida desde v
hasta cero, teniendo lugar dicha reduccion a lo largo de un recorrido Ah, que es
la distancia que recorre el centro de gravedad del cuerpo en la fase de frenado.
La deceleracion sera, entonces:

V2

2Ah
y el tiempo que tarda en detenerse es:
v _ 2Ah

At=—=220 (2.24)
a Y

En este caso C esigual a 1 debido a que la persona que cae no rebota, sino
que queda inmavil después del tiempo de frenado. De las ecuaciones (2.23) y
(2.24) se sigue que la fuerza media experimentada en el choque es:

_mv_mv
° At 2Ah

Ahora podemos sustituir la velocidad de caida en funcion de la altura h
desde la que cae:

(2.25)
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F = mx 2gh —mgl
°  2Ah Ah

Si el choque se produce con las piernas rigidas, de forma que casi no
hay flexion y Ah es muy pequefio (pongamos del orden de 1 cm), entonces
podemos calcular la altura a partir de la cual habra fractura de tibia. Para una
persona de 70 kg, tendremos:

F = 7O><9,8><0h

1 = 68.600x hN

Como la seccidon minima de cada tibia es de unos 3,5 cm?, el esfuerzo es:
_ 68.600xh

= 9.800x h N/fcm? (2.26)
2x3,5

y habra fractura si esta tension es superior al limite de rotura por compresion
del hueso, que es de unos 16.000 N/cm?. Por lo tanto, caidas rigidas a partir de
unos dos metros de altura seran suficientes para quebrar la tibia. Flexionar las
piernas de forma que la distancia de deceleracién sea de 10 0 20 cm sirve para
evitar la rotura de huesos a estas alturas y a otras superiores. Lo que ocurre
para alturas mas grandes es que la deceleracion que se necesita es muy grande,
lo que implica una tensién en ligamentos y tendones que pueden dafiarse con
maés facilidad que el hueso. Por supuesto que si la caida tiene lugar sobre
arena, agua o un suelo blando, la distancia de deceleracion aumenta debido
al recorrido en el medio absorbente, sin necesidad de tensar los muasculos, y
la fuerza del impacto es mucho menor, por lo que se puede caer desde alturas
muy grandes sin que se produzca ninguna fractura.

Un paracaidas deportivo moderno puede poner al paracaidista en el suelo
con una velocidad de unos 3 m/s, que es la velocidad a la que cae en vacio un
cuerpo desde medio metro de altura. En estas condiciones, la ecuacion (2.25)
nos dice que no habra ningun riesgo de fractura. Los paracaidas militares
deben ser disefiados de forma que sean répidos para que el tiempo pasado
en el aire sea lo mas corto posible pero, al tiempo, deben permitir aterrizar
de forma que no se produzcan dafios. La velocidad de llegada en estos casos
es de unos 7,5 m/s, que corresponde a una caida libre desde unos 3 m. Los
paracaidistas deben, por lo tanto, aprender a caer flexionando y disponiendo
su cuerpo de forma que se prolongue al maximo el tiempo de deceleracion y
se reparta la fuerza del impacto sobre la mayor superficie posible.

Hasta este momento, hemos estado considerando la caida en posicion
vertical, lo que permite aumentar el tiempo de impacto flexionando las piernas.
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Pero si la caida es en posicion tendida, la distancia de deceleracion sélo puede
producirse por la deformacion elastica del cuerpo, que es muy pequefia, 0 por
la del suelo si éste es blando. Si la caida se produce en posicion tendida, la
fuerza del impacto se reparte sobre una superficie mucho mayor. Por ejemplo,
la superficie de contacto en la caida de espaldas es de unos 3.500 cm?,
es decir, unas 1.000 veces igual a la superficie transversal de una tibia. Se
ha comprobado que, para choques con el suelo de este tipo, no se producen
danos si la fuerza por unidad de superficie es del orden de 20 N/cm? 0 menor,
mientras que hay un 50 por ciento de probabilidades de fallecimiento si este
parametro es de unos 35 N/cm? o mayor.

Estudiemos ahora la caida sobre una superficie blanda, como por ejemplo la
nieve, que permite alargar la fase de deceleracion y disminuir la violencia del
impacto. Cuando un cuerpo cae en el aire, ademas de la fuerza de gravedad,
actua el rozamiento, que es muy pequefio a bajas velocidades (es decir, poca
altura de caida) y por eso no lo hemos considerado hasta ahora. Sin embargo,
como veremos en detalle en el siguiente capitulo, a grandes velocidades
la friccion puede llegar a ser tan grande que la velocidad de caida se haga
constante, con un valor que Ilamamos velocidad limite. La velocidad limite
para una persona en aire al nivel del mar es de unos 55 m/s (200 km/h). De la
ecuacion (2.25) sabemos que la fuerza por unidad de superficie en un choque
es:

donde S es la superficie que recibe el impacto y v, es la velocidad limite. Para
una superficie de 3.500 cm? y una masa de 70 kg:

azEN/cm2

Ah

Lo que quiere decir que si la distancia de amortiguamiento en el suelo
es del orden de 1 metro o mayor, estamos en el rango de valores para el que
la probabilidad de sobrevivir es del 50 por ciento. Y por sorprendente que
parezca el resultado y simple que sea la deduccion, los datos empiricos estan
de acuerdo con esta conclusion. Existen multitud de documentos que testimo-
nian la posibilidad de sobrevivir a una caida desde un avién sin paracaidas,
siempre que ésta se produzca sobre nieve profunda y la profundidad del agu-
jero que se hace en la fase de frenado contra el suelo resulta ser del orden de,
0 algo superior a, un metro.
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2.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Una persona se encuentra en un bote en reposo sobre el agua
y tira una pelota de 0,5kg de masa hacia atras con una velocidad de 4 m/s.
Si la masa del bote més la persona es de 120 kg, calcular la velocidad a la que
se movera el bote en sentido contrario a la pelota si no hubiera rozamiento.

Fig. 2.31. Al lanzar un objeto en una direccidn, el resto del sistema (bote, persona, objeto,
etc.), inicialmente en reposo, retrocede en la direccion contraria debido a la conservacién
del momento.

Sol.:v=17cm/s

Ejercicio 2.2 Desde un avion se lanza una granada en direccion horizontal
con una velocidad de 100 m/s. La granada estalla a los 20 s de haber sido lan-
zada, dividiéndose en dos trozos, de masas 1 kg y 1,5 kg. El fragmento mayor
sale despedido segun la direccion horizontal con una velocidad de 250 m/s.
Calcular la velocidad y direccién del otro fragmento.

Fig. 2.32. Un avidn lanza una bomba que se fragmenta en vuelo.

Sol.; v= (-125,-500) m/s; v =515m/s; o =-104°



Dinamica. La fuerza en los animales 93

Ejercicio 2.3 Un proyectil llega al punto de méaxima altura con una
velocidad de 100 m/s 'y en ese punto explosiona y se divide en dos fragmentos
de igual masa, uno de los cuales sale en direccion vertical con una velocidad
también de 100 m/s. Calcular el médulo de la velocidad y la direccion en la
que sale el otro fragmento.

T T T T T |- T T T s \I T X

Fig. 2.33 Fragmentacién de un proyectil cuando se encuentra en el maximo de su trayec-
toria parabolica.

Sol.: v, =223,6 m/fs; ¢ = -26,5°

Ejercicio 2.4 Dos bolas de masas m, =5kg y m, =10kg se mueven
hacia el origen de coordenadas con velocidades constantes v, = 10 m/s y v,,
respectivamente, segun se indica en la figura 2.34. Tras el choque, que se
produce en el origen, la bola de masa m, queda en reposo y la de masa m,
se mueve con la misma velocidad incidente v, en valor absoluto, pero en
la direccion indicada en la figura. Calcular v, en funcion de m;, m,, v, y el
angulo de incidencia a. Dar el valor de v, para el caso a = 30°.

m,

Wi m 1'/

m; 9

Fig. 2.34. Choque eléastico.

2m.v,sena
Sol.: v, =—21——=5m/s
m2
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Ejercicio 2.5 Dos carneros corren a la misma velocidad constante de
20 m/s sobre una misma linea recta en sentidos opuestos, acercandose, hasta
que chocan. Tras el choque ambos carneros quedan enredados, de modo que
se mueven juntos. Si la masa de uno de ellos es un 50 % mayor que la del otro,
y suponiendo que no hay rozamiento, ¢a qué velocidad se mueven ambos
después del choque?

Sol.: v=4m/s

Ejercicio 2.6 Un coche rueda en punto muerto a 36 km/h por una carretera
horizontal sin rozamiento. En sentido contrario vuela un enjambre de moscas
a una velocidad de 20 m/s. Si la masa del coche es de 1000 kg y la de cada
mosca 0,1 g, ¢cudntas moscas deben estrellarse contra el coche para que éste
se pare?

Sol.: 5x10°

Ejercicio 2.7 Una almeja de 20 g de masa, inicialmente en reposo, primero
aspira y luego expulsa por el sifon 2,0 g de agua a una velocidad de 0,5 m/s.
¢Con qué velocidad se mueve la almeja?

Sol.: v=5,0 cm/s

Ejercicio 2.8 Un balon de masa 5,0 kg se mueve horizontalmente a
velocidad constante de 50 m/s y rebota contra el poste de una porteria de
futbol. Tras el rebote, el balon se mueve en sentido opuesto con la misma
velocidad. Suponiendo que la fuerza ejercida por el poste sobre el balon es
de 1.000 N, constante durante el tiempo que dura el choque, ¢cuanto tiempo
ha durado éste?

Sol.: t =50 ms

Ejercicio 2.9 En un encierro, un toro de 450 kg corriendo a 40 km/h
embiste a un mozo de 70 kg que huye delante del toro a una velocidad de
20 km/h. Tras la embestida, el toro sigue moviéndose a una velocidad de
30 km/h en la misma direccion. ¢A qué velocidad ha salido despedido el
mozo?

Sol.: v =84 km/h

Ejercicio 2.10 Calculemos el centro de masas de un triangulo rectagulo
homogéneo. Se trata de un sistema en dos dimensiones, asi que tomaremos
como ejes X e Y dos ejes perpendiculares contenidos en el plano del triangulo
coincidiendo con sus dos lados perpendiculares, como puede verse en la
figura.
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X | e

Fig. 2.35. Triangulo rectangulo de densidad uniforme cuyos catetos tienen una longitud h y I.

El elemento de superficie sera dS = dxdy, y si o es la densidad superficial,
entonces la masa de dicho elemento sera dm = o dxdy. La masa total del
triangulo sera igual a su area por la densidad superficial:

M =o x 1 Ih
2

Las coordenadas del centro de masas seran:

o =~ [ ram = 2 { xiay

1 _ o
You =~ J Jydm = —- [ [ydxdy
donde la integral se extiende al triangulo en cuestion. La variable x va desde
0 a I, mientras que, para cada valor de x, la variable y va desde 0 hasta la
hipotenusa del triangulo. La ecuacién de la hipotenusa es:

y:—$x+h

por lo tanto, para las coordenadas del centro de masas tenemos:

ol heh ol h _ o | hI* hl?
Xem —Mfoxdxj'o' dy—ﬁfoxdx[—Tx+h}—M _T+7
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Ejercicio 2.11 Consideremos un modelo simplificado del cuerpo humano
formado por segmentos cilindricos como los de la figura 2.36, en la que se
indican, ademas, el porcentaje de la masa corporal de cada uno de ellos y sus
dimensiones.

a) b}

Fig. 2.36. a) Esquema aproximado de la distribucién de masas en un cuerpo humano cuyo
tronco y extremidades se aproximan por medio de cilindros. La masa esta dada en porcen-
taje de la masa total. b) Situacion de los centros de masas de la cabeza, tronco y pares de
extremidades. Se da la altura sobre el suelo y el porcentaje de la masa total que representa
cada uno de esos puntos.
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El centro de masas de cada segmento estara en su centro geométrico, por
lo que pueden sustituirse por masas puntuales con la masa de cada uno de
ellos situada en su centro de masas, de acuerdo con la figura 2.36. Ademas,
todo es simétrico respecto del eje Y, por lo que el centro de masas de cada
par de segmentos laterales esta en dicho eje. Calcular la altura a la que se
encuentra el centro de masas del cuerpo.

Sol.:y,, =95 cm

Ejercicio 2.12 Una rana de 50 g de masa se encuentra sobre el extremo
de una tabla de madera de 1 kg de peso y 2 m de longitud que esta flotando
sobre la superficie de un lago. La rana salta con velocidad v, formando
un angulo de 30° con la horizontal. Suponiendo que el rozamiento entre la
madera y el agua es despreciable y que el movimiento vertical de la madera
es absorbido por el agua, calcular la velocidad v, para que la rana caiga
sobre el otro extremo de la tabla.

(Témese como origen de coordenadas el extremo en el que se encontraba
inicialmente la rana y, para empezar, calculese la velocidad con que la tabla
retrocede en funcién de V)

Sol.: 4,6 m/s ~17 km/h

Ejercicio 2.13 Se dispara un proyectil de 20 g sobre un bloque de madera
de 10 kg y el conjunto desliza sobre una superficie sin rozamiento recorriendo
10 kg en 3 s. Calcular la velocidad del proyectil.

Sol.: v=334 m/s

Ejercicio 2.14 Se conoce con el nombre de carro de Newton al dispositivo
de la figura 2.37.

Fig. 2.37. Carro de Newton.

La goma elastica esta sujeta a los tornillos 1y 2, y se mantiene en posicion
extendida gracias a un hilo sujeto al tornillo 3 que impide que se encoja hasta
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lalongitud de equilibrio. Si se quemacel hilo con unacerilla, o se corta, lagoma
impulsa al peso que hay sobre el carro y éste se mueve en direccion contraria
a la del movimiento del peso. Como veremos en el capitulo dedicado a las
oscilaciones, la velocidad que la goma imprime a la masa m es proporcional
al inverso de ~/m . Si al lanzar una carga de 10 g el carro se mueve en la
direccion contraria a una velocidad de 10 cm/s, ¢a qué velocidad se movera
si se lanza una carga de 30 g?

Sol.: v=17,3 cm/s

Ejercicio 2.15 Un automovil cuya masa es de 1.000 kg circula a 60 km/h
y choca contra un poste, desplazandolo 10 cm antes de pararse. Calcular la
fuerza que actla sobre el automovil y el tiempo durante el que actla.

Sol: F=14x10°N; At=0,012 s

Ejercicio 2.16 Una persona cae desde 4 m de altura. Al llegar al suelo
flexiona las rodillas para decelerar su movimiento hasta el reposo. La
longitud a lo largo de la cual se produce el frenado es de 50 cm. Si la masa
del cuerpo, m, es de 70 kg y la del tronco (incluidos la cabeza y los brazos) es
de 50 kg, calcular la fuerza que ejercen las piernas sobre el tronco durante la
deceleracion y expresarla en unidades del peso de la persona. Si en la caida
la persona hubiera mantenido las piernas rigidas, la distancia de frenado
seria simplemente la contraccion de los tejidos elasticos de las piernas, de un
centimetro aproximadamente. Calcular también la fuerza ejercida sobre el
tronco en este segundo caso.

Sol.:1) F=3.920N =5,7xmg ; 2) F =196.000 N = 285x mg

Ejercicio 2.17 Un proyectil de 10 g que se mueve a 800 m/s penetra en un
bloque de madera de 25 kg y se detiene después de haber recorrido 20 cm en
el blogue. Calcular la velocidad con la que se mueve el bloque después del
impacto, el tiempo que ha transcurrido desde que el proyectil toca la madera
hasta que se detiene y la fuerza que ejerce durante el impacto.

Sol.: ) v=0,32mfs; 2) 4t =5 x 10*s; 3) F =16.000 N
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Capitulo 3. Fuerzas elementales y
derivadas. Entornos con friccion

Llamamos fuerzas elementales a aquellas que se derivan de alguna
propiedad dindmica de los cuerpos, como por ejemplo la carga eléctrica o
la masa, y estan presentes en las interacciones entre particulas elementales,
aunque, en algunos casos, sus efectos son acumulativos, se manifiestan de
forma directa o indirecta a cualquier escala, y son independientes entre si. En
realidad existen muy pocas fuerzas elementales en la naturaleza. Tal y como
se menciona en la Introduccién, no hay mas que cuatro fuerzas asociadas a
interacciones elementales, y dos de ellas, las Ilamadas interacciones nucleares
débil y fuerte, solo se manifiestan a escalas comparables o menores que el
tamano de los nucleos atdmicos, es decir, 107> m.

Las dos unicas fuerzas elementales que actian a cualquier distancia y que,
por consiguiente, son perceptibles sin ayuda de instrumentos sofisticados, se
conocen desde la Antigliedad y su presencia es evidente en las propiedades
de los objetos de la vida cotidiana. Estas dos fuerzas son la gravitacion y el
electromagnetismo, que comprende la electricidad y el magnetismo, consid-
eradas fuerzas independientes hasta el siglo X1X. De las dos, la gravitacion es
la mas débil, por lo que, en general, su papel es insignificante en comparacion
con el del electromagnetismo. Asi, por ejemplo, todas las propiedades de los
objetos, su caracter solido, liquido o gaseoso, su conductividad térmica o eléc-
trica, su dureza, su transparencia, su calor especifico, etc., dependen exclu-
sivamente de la interaccion electromagnética entre sus atomos y moléculas.
Dicha interaccion serd estudiada con detenimiento més adelante. Existen, sin
embargo, determinadas situaciones en las que la acumulacion de multitud de
interacciones gravitatorias elementales, y la cancelacion de las electromag-
néticas por compensacion de cargas positivas y negativas, resulta en efectos
visibles achacables Gnicamente a la gravitacion, y eso es lo que ocurre con los
cuerpos celestes, incluida la Tierra, debido a que tienen masas muy grandes y
carga practicamente cero. Uno de sus efectos es, por ejemplo, la caida de los
cuerpos sobre la superficie terrestre o el mantenimiento de los seres vivos en
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contacto con dicha superficie. En este capitulo estudiaremos algunas propie-
dades de la fuerza gravitatoria.

Las fuerzas derivadas resultan, por su parte, de superponer fuerzas elemen-
tales entre la multitud de particulas que componen los cuerpos macroscopicos,
apareciendo como fuerzas efectivas, aplicadas a dichos cuerpos y con propie-
dades muy simples. Ejemplos sencillos de fuerzas derivadas son el rozamiento,
la fuerza elastica que ejerce un muelle sobre un cuerpo al que esté fijado, las
fuerzas de contacto entre cuerpos sélidos, etc. En todos estos casos, las fuerzas
son la resultante de multitud de interacciones entre los atomos y las moléculas
de los cuerpos que intervienen, siempre de naturaleza electromagnética.

3.1 La gravitacion
3.1.1 La fuerza gravitatoria

La gravitacion es una interaccion que genera y experimenta cualquier
cuerpo. En realidad, la gravitacion afecta a cualquier forma de masa o de
energia, pero su estudio, con este grado de generalidad, sélo es posible en el
marco de la Relatividad General de Einstein. Nos restringiremos, por tanto, a
la fuerza gravitatoria entre masas.

Dos cuerpos cualesquiera ejercen siempre una interaccion atractiva entre
si, observandose que la fuerza entre ellos es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que los separa.

S5g

Fig. 3.1. Fuerza gravitatoria entre dos cuerpos. La fuerza F es la que ejerce el cuerpo 1
sobre el 2.
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Es decir, la fuerza que ejerce la particula 1 sobre la 2, segun se representa
en la figura 3.1, tiene la forma:

F=—G mirznz s 31

Donde m, y m, son las masas de los dos cuerpos, r es la distancia entre
ellosy u, es el vector unitario que va en la direccion de la recta que une a los
cuerpos. El signo menos indica el caracter atractivo de la fuerza, dirigida en
direccion contrariaa u,. G es, por su parte, una constante, llamada constante
de Newton, que debe determinarse experimentalmente. La particula 1, por su
parte, experimenta una fuerza debida a la presencia de la particula 2, que es
igual y de sentido contrario a F.

Los cuerpos puntuales no existen, son sélo una idealizacion de los cuerpos
reales, que tienen extension. Pero, a partir de laexpresion (3.1), puede calcularse
la forma de la fuerza gravitatoria para cuerpos extensos. En particular, para
cuerpos esféericos homogéneos puede demostrarse que la fuerza que generan
sobre cualquier objeto exterior es la misma que la que generaria una particula
puntual con toda su masa concentrada en el centro de la esfera.

Asi que la verificacion experimental de las propiedades de la fuerza
gravitatoria se hace con facilidad con ayuda de cuerpos esféricos como la
Tierra. En efecto, un cuerpo situado por encima de la superficie terrestre
experimenta una fuerza de atraccion generada por las interacciones
gravitatorias de todas las particulas que componen la Tierra cuyo
resultado es el mismo que si toda la masa terrestre estuviera concentrada
en su centro. Asi, si el cuerpo se encuentra sobre la superficie, o a una
distancia de la misma pequefia en comparacion con el radio de la Tierra, de
forma que la distancia al centro se pueda aproximar por dicho radio, la fuerza
que experimenta sera:

F=-ghm

T

Ur

donde m. y R, son la masa y el radio de la Tierray m es la masa del
cuerpo. La fuerza apuntara hacia el centro del planeta, es decir, en direccion
perpendicular a su superficie. Aplicando ahora la segunda ley de Newton y
Ilamando g a la aceleracion que adquiere el cuerpo por efecto de dicha fuerza,
tendremos:

mm _
G =m
R’ :
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de donde se puede despejar g:

g=G2r (32

RT
De esta expresion se puede obtener el valor de la constante de Newton G
(también Ilamada constante de la gravitacion universal). Como la Tierra es

4 .
una esfera, su volumen serd —zR? y, como la masa es igual al volumen por
la densidad, resulta:

4
g :gﬂGRTpT 3.3

Poniendo ahora los valores encontrados experimentalmente, g = 9,8 m/s?,
R, =6.370km y Pr igual a unas 5,5 veces la densidad del agua, es decir
unos 5.500 kg/mé3, encontramos para G el valor:

G~6,67x10™ kg “m3s

donde las dimensiones pueden calcularse a partir de la formula (3.1).

La constante G expresa la intensidad de la interaccion gravitatoria, por
lo que la pequeriez del valor obtenido nos esta indicando la extrema debilidad
de dicha interaccion. De acuerdo con la ecuacién (3.1), dos cuerpos de un
kilogramo de masa, situados a una distancia de un metro, se atraen
mutuamente con una fuerza de tan sélo 6,67x10™"N (que es el peso de
un cuerpo de 0,68x107'kg, por ejemplo de una mindscula gota de agua
de 0,02mm de diametro). En consecuencia, la observacion directa de la
interaccion gravitatoria entre cuerpos cuya masa sea de unos pocos gramos
o kilogramos es muy dificil. Aun asi, Cavendish logrd, en 1798, verificar la
ecuacion (3.1) utilizando esferas de plomo cuya mindscula atraccion era capaz
de detectar mediante una balanza de torsion.

Asi, la expresion de la fuerza de Newton (3.1) permite obtener, a partir
de mediciones sobre la superficie terrestre, como por ejemplo estudiando el
movimiento de un cuerpo en caida libre o el de un péndulo, una constante
que caracteriza las fuerzas entre cualquier clase de cuerpos, en particular los
astros, permitiendo relacionar la mecanica celeste con las trayectorias de los
cuerpos sobre la Tierra.

Por ejemplo, si consideramos un astro esférico de radio R, y densidad p,,
la aceleracion de la gravedad sobre su superficie tiene una forma similar a la
de la expresion (3.3):



Fuerzas elementales y derivadas. Entornos con friccion 105

gp =-7GR,p,

Wl

y dividiéndola ahora por la (3.3), obtenemos:

RaPa
g, = =20
" Repy

que nos da la relacion entre la gravedad sobre la Tierra, g, y la que hay sobre
cualquier otro cuerpo esférico, independientemente del valor de G. Por ejemplo,
para Fobos, que es uno de los dos minusculos satélites de Marte, apenas una
roca de unos 6 km de radio y con una densidad del doble de la de la Tierra,
resulta que la aceleracion de la gravedad sobre su superficie es de unos 2 cm/s?
(un cuerpo que se deja caer desde una altura de 10 metros sobre la superficie
de Fobos tardaria mas de medio minuto en llegar al suelo). En el otro extremo
se encuentran las estrellas de neutrones, que son objetos con la masa del Sol
contenidaenunaesferade unos 10 kmderadio, lo que dalainimaginable densidad
de cien billones de veces la densidad de la Tierra y produce una aceleracion de
la gravedad sobre su superficie de un billon de metros por segundo al cuadrado
(un cuerpo tardaria millonésimas de segundo en caer sobre su superficie desde
10 metros de altura).

Otra consecuencia importante de (3.3) es que la aceleracion de la gravedad
sobre la Tierra es independiente de la naturaleza de los cuerpos que caen,
en particular de su masa o de su densidad. Este es un resultado aparentemente
contrario a la experiencia cotidiana, ya que un papel cae mucho mas despacio
que una moneda. Pero esa diferencia se debe al rozamiento con el aire, que afecta
de modo muy distinto a ambos cuerpos. Si hacemos esa misma experiencia en
vacio, se puede comprobar que ambos objetos caen al mismo tiempo.

3.1.2 Las trayectorias que se derivan de la gravitacion

Se puede demostrar que un cuerpo sujeto a la fuerza gravitatoria describe
una trayectoria que es una conica en la que el centro de atraccion ocupa uno de
sus focos. Para el caso de un sistema finito o ligado, es decir, que no se pueda
alejar indefinidamente del centro de atraccion, como es el caso de los planetas
alrededor del Sol o de cualquier cuerpo orbitando la Tierra, la Gnica conica
que cumple esta condicion es la elipse, asi que las oOrbitas son elipses o una
circunferencia, que es el caso particular de elipse sin ninguna excentricidad.
Para el caso de un sistema infinito, asintoticamente libre, por ejemplo un cuerpo
celeste que pasa por las cercanias del Sol y la fuerza gravitatoria de éste modifica
su trayectoria pero no lo atrapa, la conica en cuestion es una hipérbola.
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Observacion. Trayectorias aproximadas sobre la superficie de la Tierra.
Un cuerpo moviéndose en el campo gravitatorio de la Tierra describe, tal
y como hemos dicho, una elipse alrededor de su centro. Sin embargo, en el
capitulo 1 hemos demostrado que las trayectorias de los cuerpos cayendo en la
gravedad terrestre son parabolas. En realidad, se trata de una aproximacion
para movimientos cuyas dimensiones son mucho mas pequefias que el radio de
la Tierra, en cuyo caso se puede considerar que ésta es plana y la aceleracion
de la gravedad constante y perpendicular a dicha superficie en todos los
puntos de la trayectoria. Como puede verse en la figura 3.2, las parabolas
son aproximaciones a arcos pequefios de elipses en uno de cuyos focos esta el
centro de la Tierra. Para alcances y alturas de metros, kilometros o, incluso,
centenas de kilometros, esa aproximacion es muy precisa.

Fig. 3.2. El arco de elipse que recorre un cuerpo que se mueve bajo la accion de la gravedad
terrestre se puede aproximar por una parabola si las dimensiones de ésta son pequefias en
comparacion con el radio de la Tierra. En estas condiciones, la superficie de la Tierra sobre la
que se mueve el cuerpo se puede aproximar por un plano, y la aceleracion de la gravedad es
aproximadamente normal a dicha superficie plana e independiente de la altura.

Observacion. Las leyes de Kepler. Johannes Kepler (1571-1630) consiguio
interpretar todos los datos astrondmicos existentes en su época sobre el
movimiento de los planetas, en el contexto del modelo heliocéntrico del Sistema
Solar (heliocéntrico quiere decir que el Sol esta en el centro) de Copérnico,
llegando en 1609 a resumirlos mediante las tres leyes que llevan su nombre.
La primera consiste, sencillamente, en afirmar que las drbitas de los planetas
son elipses en uno de cuyos focos esta situado el Sol. La segunda establece
que dichos cuerpos se mueven a lo largo de sus trayectorias elipticas de forma
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tal que el area barrida por la recta que los une al Sol por unidad de tiempo
es constante; 0 dicho de otra forma, que la velocidad areolar (area barrida
por unidad de tiempo) es constante. La tercera ley afirma que el cuadrado del
periodo de rotacion de un planeta alrededor del Sol es proporcional al cubo
de la distancia media entre ambos astros.

La primeray la tercera ley se derivan de la forma especifica de la fuerza de
la gravitacion mientras que la segunda es consecuencia simplemente de que
es una fuerza central, es decir, dirigida segun la direccion de la linea que une
el Sol y el planeta. Las leyes de Kepler abrieron el camino al descubrimiento
de la gravitacion universal por Newton.

Las elipses que describen los planetas que giran alrededor del Sol son muy
poco excéntricas, practicamente circunferencias, mientras que los cometas
siguen trayectorias muy alargadas, tales que en algunas de sus posiciones
pasan cerca del Sol, que es justo cuando brillan y son visibles, y en otros estan
sumamente alejados y no pueden verse.

Observacion. La longitud de las estaciones. La elipse que describe la
Tierra es muy poco excéntrica. Si llamamos Unidad Astronomica (UA) a
la distancia media entre la Tierra y el Sol, igual a 150 millones de km, la
longitud del semieje mayor de la elipse (distancia maxima entre la Tierra y el
Sol) es de 1,0167 UA'y la del semieje menor (distancia minima entre la Tierra
y el Sol) es de 0,9833. Como se ve, las desviaciones son de apenas un 1,67 por
ciento respecto de la distancia media.

Equinoccio de Primavera

Invierno

Verano bt '
(Hemisferio N) (RS~ "~""""""""""""" ‘Z:E" (Hemisferio N)

Equinoccio de Otofio

Fig. 3.3. La Tierra describe una elipse muy poco excéntrica alrededor del Sol, que ocupa
uno de sus focos. La distancia méxima se produce cuando el hemisferio norte esta en
verano debido a que, en esa posicion, los rayos solares inciden perpendicularmente sobre
dicho hemisferio. La distancia minima ocurre cuando ese mismo hemisferio esta en
invierno. El eje de rotacion de la Tierra alrededor de si misma forma un &ngulo de 23,5° con
la perpendicular al plano que contiene la érbita terrestre.
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La pequefiez de la excentricidad de la orbita hace que las variaciones en la
distancia al Sol no influyan demasiado en las estaciones. Como es sabido, las
estaciones dependen de la inclinacion del eje de rotacion de la Tierra respecto de
la direccion de llegada de los rayos del Sol. Es verano en un lugar de la super-
ficie terrestre cuando los rayos del Sol inciden perpendicularmente e invierno
cuando inciden de forma mas oblicua. Justamente, el verano del hemisferio norte
ocurre, en estos momentos, cuando la Tierra se encuentra mas alejada del Sol,
aunque ocurrira lo contrario dentro de 13.000 afios, cuando el eje de rotacion
de la Tierra, que gira, a su vez, como el eje de una peonza en lo que se llama
movimiento de precesion de los equinoccios, haya completado media vueltay la
perpendicularidad de los rayos del Sol sobre el hemisferio norte ocurra cuando
la Tierra esté en la parte mas cercana al Sol.

De todas formas, la excentricidad de la orbita se manifiesta en que la duracion
de la primavera y el verano (intervalo de tiempo transcurrido entre el paso por
el equinoccio de primaveray por el de otofio) es seis dias mayor que la del otofio
y el invierno.

3.1.3 Caida libre e ingravidez

Un cuerpo abandonado desde el reposo en un campo gravitatorio constante,
como el de la Tierra en las cercanias de su superficie, cae con un movimiento
uniformemente acelerado. EI hecho de que la aceleracion con que cae sea inde-
pendiente de la naturaleza del cuerpo implica, como ya hemos visto, que todos
caigan al mismo tiempo. Si pensamos en una persona gue cae en el vacio junto
con otros objetos, durante el tiempo de caida tendra la impresion de que esos
objetos contintian en reposo si asi lo estaban al iniciarse la caida, o bien siguen
moviéndose con una cierta velocidad relativa respecto de la persona si ése era su
estado inicial.

Los efectos de la gravedad, uniforme en este caso, son contrarrestados exac-
tamente por el movimiento uniformemente acelerado, de forma que el compor-
tamiento relativo de los cuerpos al moverse todos con la misma aceleracion es el
de cuerpos no sometidos a fuerza de gravedad alguna. Este fendmeno es el que se
conoce con el nombre de ingravidez. Como la fuerza de la gravedad es la misma
también para todas las partes del cuerpo y éstas se mueven con la misma acelera-
cion, la ingravidez no es solo respecto de todos los otros objetos moviéndose al
unisono, sino también un efecto, y una sensacion, sobre el propio cuerpo. Asi, un
conjunto de objetos cayendo libremente dentro de un ascensor que también
cae por efecto de 1a gravedad terrestre se comportan como si no actuara sobre
ellos la fuerza de la gravedad. Reciprocamente, en ausencia de gravedad,
un movimiento uniformemente acelerado produce efectos indistinguibles de
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los que produce un campo gravitatorio constante. Asi, en un lugar infinita-
mente alejado de todos los cuerpos y, por consiguiente, no sujeto a fuerza gravi-
tatoria alguna, si una persona y su entorno estan dentro de un ascensor y éste
se mueve en una cierta direccion con una aceleracion constante de 9,8 m/s?,
los fendmenos fisicos serén indistinguibles de los generados por el campo gravi-
tatorio terrestre en direccion contraria a la del movimiento. Por ejemplo, sentira
en los pies una fuerza exactamente igual a la que se siente estando en reposo pero
sujeto a la accion de la gravedad.

Observacion. Relatividad general. Esta reflexion, de una gran profundidad
conceptual, fue la base sobre la que Einstein construyo su teoria de la Relatividad
General, que es una teoria de la gravitacion en la que se relaciona a ésta con las
propiedades geométricas del espacio-tiempo.

La ingravidez, por lo tanto, no se produce sélo en ausencia de toda interac-
cion gravitatoria, sino también cuando existe gravedad y ésta esta compensada
exactamente por el movimiento en caida libre. Pero caida libre no es sélo el movi-
miento vertical hacia abajo que se produce cuando la velocidad inicial es cero o
en direccion vertical. Si la velocidad inicial tiene una cierta componente hori-
zontal, ya sabemos que el movimiento es parabdlico, y también independiente
de la naturaleza del cuerpo. Un conjunto de objetos lanzados con la misma
velocidad inicial sobre la superficie terrestre se mueven todos segiin la misma
trayectoria parabdlica, que es, en este caso, la de caida libre, y experimentan
también la sensacion de ingravidez.

Fig. 3.4. Los objetos sometidos a un campo gravitatorio se comportan como si fueran libres
(ingravidos) en un sistema de referencia no inercial que se mueve con una aceleracion igual
a la inducida por el campo gravitatorio.
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Fig. 3.5. Caida libre. a) Con velocidad horizontal inicial cero. b) Con velocidad horizontal
inicial moderada. ¢) Con velocidad horizontal inicial grande.

Si la componente horizontal de la velocidad inicial es muy grande puede
ocurrir que el objeto no llegue a caer sobre la superficie de la Tierra y, si se
encuentra fuera de la atmdsfera y no experimenta el rozamiento del aire,
permanezca indefinidamente en orbita. Pero se trata de nuevo de un movimiento
en caida libre, lo que implica que todos los cuerpos animados de esa misma
velocidad inicial sigan exactamente la misma trayectoria y se produzca de nuevo
el fendmeno de la ingravidez. Esto es justamente lo que ocurre en las estaciones
espaciales, sondas o satélites artificiales en oOrbita alrededor de la Tierra, que
estan en un movimiento en caida libre y contrarrestan exactamente el efecto
de la gravedad. Un astronauta dentro de una de estas estaciones se mueve
con la misma aceleraciéon que la carcasa de la estacion y todos los objetos
contenidos en la misma. Se produce ingravidez, aunque todo sigue sujeto a
la atraccion terrestre; de otra forma se alejaria indefinidamente de la Tierra.
Hoy este fendmeno es un hecho familiar debido a las imégenes de astronautas
y de todo tipo de objetos en oOrbita, que nos los muestran flotando como si
estuvieran libres en el espacio y no sometidos a ninguna fuerza externa.

Ejemplo. La Estacion Espacial Internacional se encuentra a unos 400 km
de altura sobre la Tierra. Para que, impulsada Unicamente por la gravedad
terrestre, se mueva en una orbita circular, la velocidad tangencial v a la que
hay que impulsarla tiene que ser tal que la fuerza centripeta responsable del
movimiento circular sea precisamente igual a la fuerza gravitatoria:

m =gl >
Rr+h (R +h)
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y sabiendo, a partir de la ecuacion (3.2), que Gm, = gR?, resulta que:

2 _ gR;
R, +h

Vv

Sustituyendo ahora 9 y R, por los valores ya conocidos y poniendo
h = 400 km, obtenemos:

vV =7.660 m/s = 27.600 km/h

3.1.4 Los efectos de la ingravidez sobre el cuerpo humano

Los organismos vivientes han evolucionado en un entorno caracterizado
por la presencia constante de la gravedad terrestre, y a ella se han adaptado.
Nuestra cabeza pesa sobre el tronco, éste sobre las piernas y todo el cuerpo sobre
los pies. Lo mismo pasa con los 6rganos internos o la circulacion de la sangre,
que actian segin mecanismos que tienen en cuenta la existencia de la gravedad.
Sin embargo, como hemaos visto, los efectos de la fuerza gravitatoria desaparecen
en caida libre, uno de cuyos casos particulares es el movimiento en una Orbita
alrededor de la Tierra. Asi, en las ultimas décadas se ha podido experimentar sobre
las respuestas de los organismos a la ingravidez, condicion en la que se producen
los viajes espaciales.

Todas las partes del organismo reaccionan a este cambio en las condiciones del
entorno, desde el cerebro a los huesos pasando por los receptores de la gravedad,
los sentidos, los musculos y los fluidos corporales. Una de las primeras sensaciones
es la de estar siempre inmdviles, aunque el cuerpo se mueva con relacion a las
paredes de la capsula espacial, y sentir que es todo lo demas lo que se mueve. La
razon es que el procesamiento de la informacion sobre nuestra posicion (tanto la
del centro de masas como la posicion relativa de las distintas partes del cuerpo),
que proviene de los érganos sensores de la gravedad (utriculo y saculo) ya descritos
en el primer capitulo, depende fuertemente de la direccion e intensidad de la fuerza
gravitatoria, omnipresente sobre la superficie terrestre pero ausente en condiciones
de ingravidez. Lo mismo ocurre con las tensiones sufridas por masculos y tendones,
y las sefiales procedentes de la vista y del tacto.

Laausencia de indicaciones claras procedentes del utriculoy el saculo indicando
cuél es la direccion “hacia abajo”, de peso en los miembros y de presion en la
planta del pie, el relajamiento de los musculos que ya no tienen que ejercer fuerzas
variables para mantener la posicion erguida o el movimiento, todo ello provoca
mareos, dolor de cabeza, vomitos, pérdida de concentracion y una confusion
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posicional que se traduce en la sensacion subjetiva de estar “boca abajo” . Muchos
de estos sintomas, como los mareos o los vomitos, desaparecen tras el primer o
los primeros dias de ingravidez, aungque otros son mas persistentes. En cuanto a la
confusion acerca de la posicion, el cerebro se adapta al nuevo entorno y modifica el
procesamiento de los impulsos provenientes de los distintos 6rganos, acabando por
asociar la direccion “hacia abajo” a aquella en la que se encuentran los pies.

Un cambio importante esel relacionado con lacirculacion de lasangre. Enefecto,
sobre la superficie terrestre, la presion de la sangre en las venas y las arterias de los
pies es superior a la que tiene en las de la cabeza, debido a su propio peso, como
veremos mas adelante en detalle. En cuanto una persona se sitia en condiciones de
ingravidez, aumenta el flujo sanguineo hacia la cabeza y disminuye el de las partes
del cuerpo que estan por debajo del corazdn. Las venas del cuello se hinchan y se
produce una sensacion de congestion en la cabeza y aparato respiratorio, parecida
a la que se tiene cuando se esta resfriado. La presion excesiva de la sangre sobre la
cabeza sélo disminuye parcialmente cuando se hace ejercicio y hay una demanda
suplementaria de riego sanguineo en otras partes del cuerpo.

El conjunto de los fluidos se redistribuye debido a la ausencia de gravedad y
siempre siguiendo la misma pauta: fluyendo de la parte inferior del cuerpo, donde
tiene tendencia a acumularse en condiciones de gravidez, a la parte superior. Asi,
cada pierna pierde casi un litro de fluido, lo que supone del orden de un décimo
de su volumen, tras un solo dia sin gravedad. El cambio en la distribucion y flujo
de los fluidos corporales afecta a practicamente todos los 6rganos del cuerpo asi
como a los mecanismos hormonales y mecanicos que regulan dichos flujos y los
electrolitos disueltos en los fluidos. El ritmo de filtrado de los rifiones aumenta
en casi un 20 por ciento durante la primera semana en el espacio y se produce
una forma de anemia debido a la destruccion de globulos rojos provocada por la
disminucion del volumen total que ocupa el plasma.

Por dltimo se producen efectos sensibles también sobre las estructuras que
dan consistencia y permiten el movimiento del cuerpo: musculos y huesos. La
espina dorsal deja de estar comprimida por nuestro propio peso y se expande
elasticamente, de forma que en el espacio se aumenta de estatura unos cinco o
seis centimetros. La caja toracica también se expande y el higado, el estomago,
los rifiones y el resto de los 6rganos dejan de pesar y “flotan” dentro de la cavidad
corporal generando la sensacion de que estan sueltos y se mueven libremente.

En cuanto a los musculos esqueléticos, justamente aquellos que sirven para
mantenerse erguido contra la gravedad terrestre e impulsarse en dicho medio,
dejan de ser ttiles y se atrofian rapidamente, perdiendo una parte importante
de su masa. De ahi que sea imprescindible el ejercicio fisico intenso para hacer
trabajar a todos estos musculos, preservar las capacidades motoras y hacer
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menos penoso el retorno a condiciones de gravedad. Los huesos pierden masa
también, a un ritmo del orden del 1 por ciento al mes. La pérdida se debe a
la ruptura del equilibrio en la actividad de reposicion de tejido éseo por los
osteoblastos, actividad que esta regulada por la presencia de ciertas hormonas
en la sangre y por las tensiones mecénicas sobre el hueso.

Teniendo en cuenta que el 99 % del calcio en el cuerpo esta formando parte
del esqueleto, la pérdida de masa 6sea implica un aumento del nivel de calcio en la
sangre, alterando la regulacion de muchos mecanismos celulares sensibles a dicho
nivel, y propiciando la aparicion de “calculos” en los rifiones. La mayoria de estos
efectos se corrigen una vez se vuelve al entorno terrestre, pero no se sabe todavia si
alguna pérdida de masa Gsea es irreversible, en cuyo caso se producira una mayor
propension a las fracturas. Salvo este ultimo efecto, sobre cuya reversibilidad
existen dudas, todos los otros efectos desaparecen con bastante rapidez una vez se
retorna a la superficie y se experimenta la sensacion de peso. Todo parece indicar
que es perfectamente posible vivir durante periodos de tiempo muy prolongados
en condiciones de ingravidez, debido a las adaptaciones del organismo a las nuevas
condiciones externas, y luego volver a reintegrarse en el entorno terrestre.

3.2 Fuerzas de contacto

Cuando un cuerpo esta sometido a una fuerza, por ejemplo la de su propio
peso debido a la gravedad terrestre, debe moverse con la aceleracion que se deriva
de la segunda ley de Newton. Sin embargo, cuando el cuerpo esta apoyado en una
superficie solida, por ejemplo el suelo, no se mueve, lo que, de acuerdo con dicha
ley, implica que la suma de las fuerzas que acttan sobre él es cero. Por lo tanto,
la fuerza de la gravedad esta compensada por otra fuerza igual y de sentido
contrario que ejerce el suelo sobre el cuerpo, de forma que su suma es cero.

F.Contacto mg

F.Contacto

mg
a) b)

Fig. 3.6 Fuerzas de contacto de una superficie solida sobre a) un objeto con forma de
paralelepipedo, b) una persona.
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Esta fuerza, llamada de contacto, que no debe confundirse con las fuerzas
de accién y reaccion a dos cuerpos introducidas en la tercera ley de Newton,
resulta de la combinacion de multitud de interacciones intermoleculares en el
material de la superficie, que son las que le dan rigidez. Puede entenderse mejor
su origen considerando lo que ocurre cuando el objeto en cuestion se apoya
sobre una superficie elastica tal como se ilustra en la figura 3.7.

Fig. 3.7. Deformacion inducida por un cuerpo sobre una superficie solida en razon de su
peso.

Su peso deforma la superficie y esa deformacion genera una fuerza elastica,
resultado de sumar multiples interacciones intermoleculares, que tiende a
recuperar la forma plana, que es la de equilibrio interno de la superficie. La
nueva posicion de equilibrio se alcanza cuando la fuerza eléstica de recuperacion
iguala al peso del cuerpo sobre la superficie. Pues bien, esta fuerza elastica es
lo que llamamos, en general, fuerza de contacto y queda claro que es siempre
igual a la fuerza efectiva (el peso, en este caso) y normal a la superficie de
contacto (en caso de existir una componente tangencial, el cuerpo deslizaria
sobre la superficie). En el caso limite en el que el peso tienda a cero, la superficie
permanece en su posicion inicial y no genera ninguna fuerza de contacto. Por
supuesto, cuando el peso (por unidad de superficie) es demasiado grande y
supera el limite de rotura de la superficie de apoyo, ésta se rompe y el cuerpo cae
libremente. Pues bien, aunque no seamos capaces de percibir la deformacion de
una superficie rigida sobre la que se apoya un objeto, siempre se da un fendmeno
similar, de forma que la fuerza de contacto que genera es de la misma naturaleza
que en el caso de la superficie deformable elasticamente.

Siempre que un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro cuerpo solido insuficiente
para romperlo o moverlo es porque este Ultimo desarrolla una fuerza de contacto
que contrarresta la fuerza original. Este tipo de fuerzas se aplican siempre
en puntos de la superficie de contacto entre los dos cuerpos y tienen, en
caso de estar por debajo del limite de rotura, una magnitud suficiente para
contrarrestar las fuerzas efectivas, pero no mas. Asi, para la superficie
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solida sobre la que esta apoyado un cuerpo, la fuerza de contacto hacia
arriba sobre el cuerpo es igual al peso de éste, sea grande o pequefio. Ya
veremos que ésta es una idea basica para estudiar el equilibrio de un conjunto
de cuerpos en contacto.

Un caso particular de esta situacion es el de un cuerpo colgando de una cuerda.
El peso del cuerpo tira de ésta hacia abajo, pero en la configuracion de la figura
3.8, en la que el sistema cuerda-cuerpo esta en reposo, tiene que haber una fuerza
de contacto hacia arriba que la contrarreste, esta vez ejercida por la cuerda sobre
el cuerpo; en caso contrario, el cuerpo se moveria hacia abajo. De nuevo, esta
fuerza es el resultado de las interacciones entre las moléculas de la cuerda que
hacen que ésta se mantenga con una longitud constante; si la fuerza de contacto
que tiene que ejercer para compensar el peso del cuerpo es demasiado grande,
puede superarse el limite de rotura, en cuyo caso la cuerda se rompe.

Siempre que nos mantengamos por debajo de dicho limite, el peso es
transmitido, a su vez, por la cuerda hasta el punto de insercion en el techo que
ejerce una fuerza de contacto igual a dicho peso para mantener todo el sistema
en reposo. Cuando el cuerpo se mueve libremente hacia abajo, la Unica fuerza
actuante es la gravedad y la cuerda no ejerce accion ninguna sobre él. Para
casos intermedios, en los que el cuerpo cae, pero con una aceleracion menor
que la de la gravedad, el peso es parcialmente contrarrestado por una fuerza que
tira hacia arriba, por ejemplo por una goma elastica, e induce una disminucién
en la aceleracion de caida.

mg="T

Fig. 3.8. Peso colgado de una cuerda. a) sujeta rigidamente al techo, b) sujeta al techo
mediante una estructura eldstica, ¢) suelta.
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Ejemplo. Consideremos el caso sencillo de un par de cuerpos, como los
de la figura 3.9, ligados por una cuerda que tomaremos, para simplificar,
inextensible y de masa cero. Asi, cuando la cuerda esta tensa, en cada uno
de sus dos extremos actla una fuerza, que es la tension.

ms T

2 > ﬂ

Fig. 3.9. Sistema de dos cuerpos ligados moviéndose.

Como la cuerda no se rompe, ni se estira, la tension es transmitida a
lo largo de todos sus puntos y es la misma en los dos extremos. Todo el
sistema se mueve por la accion del peso del cuerpo 1, por lo que la fuerza
externa total es m g, mientras que la masa total es m, + m,. Asi, en ausencia
de rozamiento, la aceleracion con la que se moveran los dos cuerpos (y la
cuerda que los liga) resulta de aplicar la segunda ley de Newton:

F=mg=(m+m,)a

m
a=——=—g (3.4)
m, +m,

Podemos ahora calcular la tension, que es la fuerza de contacto T con
la que la cuerda tira de ambos cuerpos (frenando el 1 y acelerando el 2).
Concentrémonos, para empezar, en el movimiento del cuerpo 1: se mueve
con la aceleracion dada por la expresion (3.4), y sobre €l actuan dos fuerzas,
su propio peso y la tension T, con sentidos contrarios. Por lo tanto, de la
segunda ley de Newton se sigue que:
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m
mg-T=ma=m———¢
m, +m,
de donde se puede despejar T:

m,m,
m, +m,

T =

Pero esta misma tensién es la que ejerce la cuerda sobre el segundo
cuerpo, de forma que puede verificarse la coherencia de todo el esquema
considerando el cuerpo numero 2 y viendo que sobre €l s6lo actda la tension
de la cuerda (su propio peso esta cancelado exactamente por la fuerza de
contacto de la superficie solida). La aceleracion con la que se moverd debe
responder a la segunda ley de Newton:

T 1 mm, _ m

a=—=—
m, m, m+m, m, +m,

que coincide con el valor encontrado estudiando el sistema completo, como
era de esperar dado que ambos cuerpos se mueven con la misma aceleracion.
Si, por ejemplo, el cuerpo 1 tiene una masa de 1 kg y el cuerpo 2 de 9 kg, la
aceleracion con la que se mueve el conjunto de ambosesa = 0,1 g = 0,98 m/s?,
mientras que la tension de la cuerda es T = 8,82 N. Obsérvese que en el limite
en el que m, tiende a infinito, la aceleracion con que se mueve el sistema es
ceroy la tension de la cuerda tiende al peso del cuerpo 1, es decir, el cuerpo
2 permanece inmovil debido a su inercia infinita y el cuerpo 1 cuelga de la
cuerda teniendo que ejercer ésta una fuerza hacia arriba igual al peso de
dicho cuerpo. En el otro limite, cuando m, tiende a cero, la aceleracion
de caida es la de la gravedad y la tensién es cero. Corresponde al caso de
que la cuerda cuelgue libremente del cuerpo que esta cayendo sin arrastrar
ninguna otra masa.

3.3 La fuerza centrifuga

Otro caso importante de fuerza de contacto es la Ilamada fuerza centrifuga.
Ya sabemos que para que un cuerpo describa una trayectoria curva, por
ejemplo una circunferencia, hay que ejercer sobre él una fuerza centripeta,
dirigida hacia el centro de curvatura, que es la responsable de que no siga un
movimiento rectilineo y uniforme.
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—
—

Fig. 3.10. Lanzador de martillo.

Esta fuerza puede ser ejercida por una cuerda fijada al objeto que gira, en
el caso de un lanzador de martillo, por ejemplo, tal como puede apreciarse en
la figura 3.10. La bola sobre la que se ejerce la fuerza centripeta debe ejercer
sobre la cuerda que tira de ella una fuerza de contacto igual y cambiada de
signo, es decir, hacia fuera, que se llama fuerza centrifuga. Pero su caracter
de fuerza de contacto, derivada de las interacciones que mantienen pegada
la bola a la cuerda, se manifiesta en el hecho de que cuando cesa la fuerza
centripeta, por ejemplo al cortar la cuerda o soltarla en el caso del lanzador,
la bola sigue un movimiento rectilineo en direccion tangente a la trayectoria
y no en sentido contrario al centro de curvatura.

Lafuerzaefectiva quese aplica paraforzar unadeterminada trayectoria
es la centripeta, mientras que la centrifuga no es independiente, sino
que aparece como fuerza de contacto igual y de sentido contrario a la
centripeta y no se aplica sobre el cuerpo que gira, sino que es éste el que
la ejerce sobre el dispositivo que le hace girar. En el caso de una persona en
una centrifuga de entrenamiento, en la disposicion de la figura 1.18, la fuerza
centripeta se ejerce sobre la espalda de la persona por el respaldo del asiento
que gira y es esta fuerza la que hace que describa una trayectoria circular.
Ahora bien, el hecho de que la espalda permanezca pegada al respaldo implica
que la espalda ejerce sobre éste una fuerza igual y de sentido contrario, que es
la fuerza centrifuga. Este mismo fendmeno ocurre cuando un automovil gira
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y las personas que van dentro se aprietan contra la pared situada en el lado
contrario al centro de curvatura. El cuerpo de la persona seguiria en linea
recta si no hubiera ninguna interaccion y gira porque la pared del coche (o la
friccion con el asiento) ejercen una fuerza centripeta sobre él, generandose
entonces la correspondiente fuerza de contacto, centrifuga, del cuerpo sobre
la pared.

Ejercicio. Una atraccion de feria consiste en una capsula colgada al
extremo de una varilla (o una cadena tensa). El otro extremo esté fijo a un eje
vertical que puede girar sobre si mismo arrastrando a la varilla, la capsulay
la persona situada dentro de ella, tal y como se indica en la figura 3.11.

Y

5

Fig. 3.11. Persona en una cabina sujeta por un brazo articulado fijo a un eje en rotacion.

Al girar, la varilla pivota sobre el extremo fijo al eje Y se separa hasta
alcanzar una posicion de equilibrio que es distinta en funcién de la frecuencia
de giro. Calcularemos la velocidad angular @ necesaria para que la varilla
se eleve hasta formar un angulo de 60° con la vertical.

Veamos cual es el juego de fuerzas en presencia. Sobre el cuerpo de la
persona actuan su propio peso y la fuerza de contacto ejercida por la capsula
en la direccién de la varilla que mantiene a ésta sujeta al eje de giro. La
componente vertical de esta fuerza de contacto debe compensar al peso e
impedir que se mueva hacia abajo, mientras que la componente horizontal es
la fuerza centripeta transmitida por la cdpsula en rotacion responsable del
movimiento circular uniforme alrededor del eje vertical:
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T cos6 =mg (3.5
Tsinf = mo’R (3.6)
Dividiendo, ahora, la segunda ecuacion por la primera, obtenemos:
mw’R _ »’Lsing
mg g

w? = g
Lcos@

tanO =

Asi, si la longitud de la varilla es de 5 m, la velocidad angular necesaria
para mantenerla formando un angulo de 60° es:

9,8
S5x I

2 ()
que equivale a una frecuencia de giro de f =— = 0,32 revoluciones por

segundo o a 19 revoluciones por minuto. 2n

m =

=1,98rad/s

Como se ha visto, al concentrarnos en las fuerzas reales sobre la persona
no aparece la fuerza centrifuga, que es una fuerza de contacto ejercida sobre
la capsula.

Como veremos en la seccion dedicada a las centrifugas de experimentacion,
si nos situamos en el sistema de referencia en rotacion, la fuerza centrifuga se
manifiesta también aun cuando no exista un soporte rigido ligado al cuerpo. Estas
fuerzas, que no son reales pero aparecen cuando describimos el movimiento
en un sistema de referencia no inercial, en el que no se cumplen las leyes de
Newton tal y como han sido formuladas, se llaman ficticias.

3.4 Fuerzas de rozamiento
3.4.1 Movimiento de un cuerpo sobre una superficie solida

Cuando un cuerpo desliza sobre una superficie solida se produce una fuerza
de rozamiento derivada de las multiples interacciones entre las moléculas de la
superficie y del cuerpo. De nuevo, la composicion de todas estas interacciones,
de origen electromagnético, resulta en un fuerza simple que nunca puede ser
mayor que la fuerza efectiva externa que se aplica al cuerpo para moverlo.
Cuando empujamos un ladrillo que esta sobre una superficie sélida con una
fuerza pequefia, el ladrillo no se mueve porque la fuerza de rozamiento la
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compensa exactamente. La fuerza de rozamiento no puede ser mas grande
porque entonces el ladrillo se moveria en direccion contraria a la fuerza que
estamos aplicando. Cuando la fuerza que aplicamos es superior a la fuerza
méaxima de rozamiento, el ladrillo empieza a desplazarse, aunque con una
aceleracion menor que la que tendria si no hubiera rozamiento porque hay una
compensacion parcial de fuerzas.

Fuerza de contacto (-N)
A

—_—

¥ N

Fig. 3.12. Las fuerzas que actian sobre un cuerpo que desliza sobre una superficie solida por
la accion de una fuerza externa F,.

Las caracteristicas de la fuerza maxima de rozamiento o friccion son las
siguientes:

* Va siempre en sentido contrario a la velocidad del cuerpo y, por
consiguiente, lo frena.

* Depende de la fuerza con la que ambas superficies se mantienen en
contacto. Logicamente cuanto mayor sea esta fuerza, menor es la distancia
entre moléculas y mas grande es la fuerza de friccion.

* Depende de la naturaleza de dichas superficies.

La expresion que resume estas propiedades de forma mas sencilla es la
siguiente:

F = —uNu 37)

donde U es el vector unitario paralelo a la velocidad, N es la fuerza normal
a ambas superficies que las mantiene unidas, normalmente la componente
vertical del peso del cuerpo que desliza sobre una superficie horizontal, y u
es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies, pequefio para
superficies pulidas y grande para superficies rugosas. Ademas, el hecho de que
sea mas facil mantener un cuerpo deslizando sobre una superficie, una vez
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que esta ya en movimiento, que ponerlo a deslizar desde el reposo implica que
dicho coeficiente tiene valores distintos en ambas circunstancias. Por lo tanto,
distinguiremos el coeficiente estatico p, Yy el dinamico, x, para el cuerpo en
movimiento, de forma que se cumple la condicion: w, > u. De la ecuacion
(3.7) se sigue que dicho coeficiente no tiene dimensiones.

En realidad, el coeficiente dinamico « depende de la velocidad pero normal-
mente se aproxima por un valor promedio constante.

Tabla 3.1. Algunos valores del coeficiente de rozamiento

Superficies en contacto

Ho
Cabeza del fémur con la cadera y liquido sinovial

~ 0,003
Cera de esqui sobre nieve seca

~ 0,04
Cera de esqui sobre nieve himeda 01
Superficies con lubricante industrial 01
Madera sobre madera

0,25~ 0,50
Madera sobre ladrillo

0,30~ 0,40
Goma sobre sdlido 1~ 4

Ejemplo. Consideremos un cuerpo de masa m sobre una superficie
inclinada un &ngulo a con respecto a la horizontal, segun la figura 3.13.

Fig. 3.13. Cuerpo en equilibrio sobre una pendiente debido al rozamiento.
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La componente normal a ambas superficies es:
N = mgcosa

mientras que la componente del peso que tira paralelamente a la superficie
es:

F, =mg sena

Mientras el cuerpo esta en reposo, la fuerza maxima de rozamiento
sera igual a p,N y no se movera hasta que la fuerza que tira del cuerpo la
supere. Si partimos de la posicion horizontal y vamos aumentando el angulo
de inclinacién, el cuerpo empezara a moverse cuando se llegue a un valor de
o tal que:

U, xmgcosa = F =mgsina

Es decir, el angulo minimo para el que se iniciara el movimiento es tal
que:

t9a = u,

Una vez que el cuerpo esta en movimiento, la aceleracién con la que se
mueve se obtendra aplicando la segunda ley de Newton:
mg seno — puxmg cosa = ma

seno
a=(seno — pcosa)g = (——ujgcow =(po—p)gcosa
cosa

Para el caso de la plataforma de un camién volquete y una caja de madera
deslizando por ella, el coeficiente estatico puede ser del orden de 0,6, con lo
que el angulo a partir del cual la caja comienza a deslizar es:

tga =0,6; «a~31°

Si el coeficiente dinamico promedio n es 0,5, la aceleracion con la que la
caja desliza para dicho angulo sera de 0,84 m/s?,

Un procedimiento eficaz, por lo tanto, de estimar experimentalmente el
coeficiente de rozamiento estatico es medir el angulo de inclinacion a partir
del cual un cuerpo desliza sobre una superficie. Es lo que se ha hecho con
animales sobre superficies duras y pulidas, aunque solo es posible realizar
el experimento con crias de las distintas especies, ya que los animales
adultos saltan o se escapan mucho antes de que se alcance el angulo de
deslizamiento.
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Fig. 3.14. Ardilla sobre una superficie inclinada. La fuerza de rozamiento, F_, es igual a la
componente normal del peso, N, multiplicada por el coeficiente de rozamiento.

Las palmas de las manos y las plantas de los pies de los primates son
rugosas y tienen un coeficiente de rozamiento notablemente alto, de forma
que una cria de Iémur (Microcebus) es capaz de mantenerse sin deslizar hasta
un angulo de inclinacion de unos 72°, lo que implica que p, es del orden de
3. Una persona sobre sus pies y manos desliza normalmente antes de llegar
a los 45° lo que implica que u, es menor que 1. Por el contrario, una cria
de ardilla (Sciurus) comienza a deslizar sobre una superficie dura cuando el
angulo llega a los 35° (4, =0,7), aunque si pudiera clavar sus ufias para
trepar podria hacerlo sobre una superficie vertical.

Loslubricantestienencomofunciénalisarlasirregularidades microscopicas
de las superficies, metiéndose en los intersticios, y crear una lamina entre las
superficies que facilita el deslizamiento. Disminuyen, por lo tanto, el coefi-
ciente de rozamiento.

El roce entre las superficies de los huesos en una articulacion, por ejemplo
entre la cabeza del fémur y el alveolo semiesférico situado en la cadera en
el que se aloja, el acetabulo, seria grande y el movimiento muy penoso si
no existieran mecanismos que disminuyen enormemente el coeficiente de
rozamiento. Asi, sobre las superficies articulares (epifisis) se sitta un cartilago
hialino muy liso que facilita el deslizamiento, al tiempo que la articulacion se
lubrica con el liquido sinovial. Este esta compuesto esencialmente de agua (un
94 por ciento) pero tiene también pequerias cantidades de albumina, globulina
y otras proteinas y es capaz de rebajar el coeficiente de rozamiento dindmico
hasta un valor del orden de 0,003 haciendo que las pérdidas por rozamiento
sean infimas y que las superficies 6seas no sufran con el roce continuo durante
la locomocion u otra forma de movimiento.
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Ejemplo. \olvamos a lafigura 3.9, en laque un objeto de masa m, arrastraba
consu peso aotro objeto de masa m, deslizando sobre unasuperficie horizontal.
Afiadamos ahora la fuerza de rozamiento entre el cuerpo y la superficie.

< , > W

Fr

Fig. 3.15. Sistema de dos cuerpos ligados con rozamiento sobre la superficie de
deslizamiento.

Para que el sistema de los dos cuerpos se ponga en movimiento es necesario
que la fuerza m.g sea superior a la fuerza de rozamiento estatico u,m,d. Es
decir, debe cumplirse que:

m, = p,m,

Si, por ejemplo, la masa m, es de 9kg y el coeficiente de rozamiento
estatico es del orden de 0,8, la masa m, necesaria para mover al sistema tiene
que ser superior a 7,2 kg. Una vez que las dos masas estan en movimiento, la
aceleracion con la que se mueven viene dada por:

m,g —um,g = (m +m,)a

de donde se deduce que:
— m, —um,
m, +m,

a g9

Parael caso de unamasa m, minima, de 7,2 kg, suponiendo que el coeficiente
de rozamiento dindmico sea de 0,7, la aceleracion sera de unos 0,54 m/s?. La
tension de la cuerda puede calcularse analizando, por ejemplo, el movimiento
de la masa m;:
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mg-T=ma
y, por lo tanto,

T :ﬂ(l_F‘u)g
m, +m,

que, para el caso que estamos considerando resulta ser de unos 67 N. Notese
que todas las expresiones obtenidas en este ejemplo se reducen a las de la
seccion 3.2 haciendo cero el coeficiente de rozamiento.

3.4.2 Movimiento de un cuerpo en un fluido

Cuando un cuerpo sélido se mueve en un fluido, por ejemplo aire o agua,
bajo la accion de una fuerza externa, se produce una interaccion entre el
cuerpo y el fluido. Esta interaccion es el resultado de multitud de interacciones
entre atomos y moléculas, todas de carécter electromagnético, de una
enorme complejidad pero cuyo resultado neto es disipar parte de la energia
de movimiento del cuerpo y frenarlo. Se trata, por lo tanto, de una fuerza
derivada que se afiade a las que puedan ya estar actuando sobre él. No es
posible deducir, a partir de las interacciones intermoleculares, una expresion
para dicha fuerza, pero puede aproximarse su dependencia con las variables
que intervienen en el problema a partir de los conocimientos adquiridos en
mecanica de fluidos.

La fuerza de rozamiento, o de friccion, va siempre en direccién contraria
al movimiento del cuerpo (a su velocidad) y contribuye a frenarlo. Ademas,
es tanto mas grande cuanto mayor es la velocidad relativa entre el cuerpo
y el fluido y se anula cuando no existe dicho movimiento. Como veremos
en el capitulo 14, existe una cantidad sin dimensiones, llamada numero de
Reynolds, que permite comparar la relacion entre la inercia del cuerpo que se
mueve y la fuerza debida a la friccion con el fluido. El nimero de Reynolds se
define de la siguiente forma:

N, = PR (3.8)

n

donde p es la densidad del fluido, V es la velocidad con la que se mueve el
cuerpo, R es una dimension lineal caracteristica de su tamafio y 1 es un
parametro llamado viscosidad del fluido cuya definicion precisa se vera en el
capitulo 14. Para el agua, por ejemplo, los valores de p y 17 son tales que:
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N, =10°xVR

donde v y R se expresan en unidades del SI.

Cuando el nimero de Reynolds es pequefio, pongamos menor que 1, la
fuerza debida a la viscosidad del fluido es muy grande y la inercia del cuerpo
en movimiento es irrelevante. En este limite es preciso hacer una fuerza
constante para poder moverse y en cuanto cesa la fuerza cesa el movimiento
por efecto de la friccion. EI movimiento de los microorganismos movidos por
su propia impulsion o por la fuerza de la gravedad se situa dentro del régimen
de pequefios nimeros de Reynolds: desde N, =10~ para una bacteria hasta
N, =10 para un ciliado. En el caso de macromoléculas, nticleos, fragmentos
de ADN, etc., moviéndose en un medio viscoso como en las centrifugas
de experimentacion en bioguimica, el nimero de Reynolds es todavia mas
pequefo. En todos estos casos de nimero de Reynolds menor que 1 se
vera que la fuerza de friccion puede aproximarse por una expresion
proporcional a la velocidad.

El movimiento de lamayoriade losanimales acuéticos se situa, sinembargo,
dentro del régimen de ndmeros de Reynolds grandes, desde N, =10° para
una ballena hasta N, =10" para los grandes peces o mamiferos marinos,
N, =10° para un buceador o N, =10 para un pez pequefio. Y lo mismo
ocurre con todos los animales saltadores o voladores. En este caso, la inercia
es mas importante que la fuerza de friccion y se vera también que ésta es
aproximadamente proporcional al cuadrado de la velocidad.

Fuerza proporcional a la velocidad

La fuerza de rozamiento de un cuerpo moviéndose en un fluido puede
aproximarse, en caso de que el numero de Reynolds asociado a su movimiento
sea menor que 1, con una expresion del tipo:

Fo = =BV (39)

donde B es un parametro que depende de la forma del cuerpo y la viscosidad
del fluido y v es la velocidad relativa entre ambos.

Asi, si Ee es la fuerza efectiva, es decir, la fuerza que actta sobre el cuerpo
excluyendo el rozamiento, la fuerza total serd igual a la efectiva mas la de
rozamiento y la segunda ley de Newton se escribira del siguiente modo:

—

Fe—pBv=ma (3.10)

Empezaremos por considerar un movimiento rectilineo, en cuyo caso s6lo
interviene una dimension. La ecuacion (3.10) toma la forma:
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F,—pv=ma (3.11)

Para el caso de que F, sea constante, por ejemplo la fuerza de la gravedad
terrestre, la ecuacién anterior puede resolverse exactamente. De esta expresion
se sigue que, para cada fuerza F,, hay una velocidad maxima, o velocidad
limite, que no se puede sobrepasar. En efecto, cuando se parte del reposo,
la aceleracion que adquiere el cuerpo es la que corresponderia a la fuerza F,
sin rozamiento, pero segun va aumentando la velocidad, el término —gv se
va haciendo mas grande y la aceleracion va disminuyendo. Si solo existiera la
fuerza efectiva, el cuerpo se moveria con aceleracion constante, pero el efecto
de frenado del rozamiento se traduce en que la aceleracion se hace cada vez
mas pequena. Cuando la velocidad a la que se llega es lo suficientemente
grande como para que el término de rozamiento compense exactamente la
fuerza efectiva, la aceleracion del movimiento se hace cero y la velocidad
no puede aumentar. Se alcanza asi lo que se llama velocidad limite, que es
la maxima posible para la fuerza efectiva, el cuerpo y el fluido de que se
trate. Una vez alcanzada, la aceleracion es siempre cero y la velocidad no
puede aumentar mas. Para el caso de microorganismos, células o fragmentos
de células o de macromoléculas en un medio acuético, esta velocidad limite
es tan pequefa que se llega a ella de forma inmediata y el movimiento bajo
la accion de una fuerza efectiva constante es uniforme. La velocidad limite
v, es, por lo tanto, el valor de la velocidad que hace que la aceleracion en la
expresion (3.11) sea cero:

-k
B

La consecuencia mas importante es que, cuando existe friccion con un
fluido, hay que hacer una fuerza continua para mantener una velocidad
uniforme igual a la velocidad limite asociada a dicha fuerza. No se
produce, en este caso, un movimiento uniformemente acelerado, sino
que hay aceleracion sélo de forma transitoria hasta llegar a la velocidad
limite.

v, (3.12)

Para cuerpos esféricos, el coeficiente S tiene la forma (férmula de
Stokes):
B =6nRn (3.13)

donde R es el radio de la esfera y n la viscosidad introducida en la
ecuacion (3.8). Para cuerpos con otras formas, el coeficiente adimensional
(67 en el caso de la esfera) es distinto.
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La viscosidad del agua es n ~10° kg-m™s™, la del plasma sanguineo
es n~1,8x10°%kg-m™'s™ y la del aire es 7 ~1,8x10°kg -m™'s™. Asi, en el
caso de un glébulo rojo, cuyo radio es del orden de 2x10°° m, el parametro S,
cuando se mueve en plasma sanguineo, es:

B =6rx2x10°x1,8x10° =0,68x10"" kg/m

Observacion. Correccion por el empuje de Arquimedes. Cuando un
cuerpo cae en un fluido, ademas de la fuerza de gravedad y el rozamiento,
actla sobre €l el empuje de Arquimedes hacia arriba, igual al peso de una can-
tidad de fluido que ocupa el volumen del cuerpo, es decir, m,g, donde m, es
dicha masa de fluido. La fuerza efectiva total serd, por lo tanto, (m—m,)g,
con lo que la unica modificacion que hay que hacer para tener en cuenta el
empuje de Arquimedes es poner m—m, en todas las expresiones en lugar de
la masa. Para el caso del movimiento en aire, la masa de aire que ocupa el vol-
umen de un cuerpo denso es tan pequefia que la correccion es irrelevante y no
es preciso tenerla en cuenta, pero para el movimiento en agua u otro liquido, la
correccion es importante, hasta el punto de que para cuerpos menos densos que
el liquido, la fuerza efectiva es vertical hacia arriba, lo que les hace ascender
hasta que llegan a la superficie y se quedan flotando con una parte fuera del
liquido y otra dentro dependiendo de la relacion entre las dos densidades.

Un cuerpo esférico cayendo bajo su propio peso en un fluido tendrd como
velocidad limite:

4
C(m-m)g 3R (P=PIY 2R (p-p,)g
- 67Rn - 67Rn - 9

(3.14)

donde p es la densidad del cuerpoy p, es la densidad del fluido.

En el caso de un glébulo rojo, cuyo radio es del orden de 2x10° m y su
densidad p =1,3x10° kg/m?, la velocidad limite en plasma sanguineo, cuya
densidad es p, =1,06x10° kg/m?, sera:

2x(2x10°°) (1,3-1,06)x10° x9,8

ST =1,16x10"°m/s
x1,0%

vV, =

Esta velocidad, también llamada de sedimentacion, es minuscula y se
alcanza practicamente de forma inmediata, con lo que el movimiento en
el medio fluido bajo la accién de su propio peso es uniforme. El tiempo de
sedimentacion en un solo centimetro de plasma para el globulo rojo sera:
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0,01

, X

El nimero de Reynolds asociado al movimiento del glébulo rojo es:
_ 1,06x10°x2x107°x1,16x107°

N
R 1,8x107

=1,4x10"° <1

que justifica la aproximacion proporcional a la velocidad. La distancia que
recorre hasta llegar a la velocidad limite es menor que el tamafio de un atomo.
Es decir, en caso de cuerpos tan pequefios, con nimeros de Reynolds muy
bajos, la aceleraciéon inducida por la aplicacion de una fuerza constante es
irrelevante y hay que mantener dicha fuerza para moverse con un movimiento
uniforme practicamente desde el principio.

Ejemplo. Consideremos ahora el movimiento de un espermatozoide en un
medio acuoso. Su tamario es del orden de 5x10° m y se mueve, gracias al
impulso que se da con su flagelo, a una velocidad de 40x10~° m/s (lo que implica
que puede avanzar unos 14 cm en una hora). EI nimero de Reynolds sera:

3 —6 -6
N, = 10°x5x10 _:40><10 — %10 <1
10
y la fuerza que debe desarrollar para moverse a esta velocidad es:

F~6rRuv, =6n x5x10°x10°x40x10°=3,8x10™ N

Fuerza proporcional al cuadrado de la velocidad

Para el caso de movimientos en fluidos caracterizados por numeros de
Reynolds mayores que 1, la fuerza de rozamiento se puede aproximar con una
expresion de la forma:

F, = —avu, (3.15)
donde E es el vector unitario en direccion de la velocidad y o un parametro
que depende de la forma del cuerpo, de su tamafio y de la densidad del fluido
y que, con base en consideraciones dimensionales, puede escribirse de la
siguiente forma:

a= %CA,Df S (3.16)

donde P+ es la densidad del fluido, S la seccion transversal del cuerpoy C,
una constante sin dimensiones, llamada coeficiente de arrastre, cuyo valor
preciso es muy complicado deducir. Para el rango de velocidades en el que
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la aproximacion proporcional al cuadrado de la velocidad es la apropiada,
C, vale entre 0,5 y 1. No obstante, para cuerpos muy irregulares y con
angulosidades C, puede ser superior a 1 y para cuerpos con una forma
aerodimamica puede ser inferior a 0,5.

Restringiéndonos también al caso de una dimension y fuerza efectiva
constante, para un movimiento con velocidad positiva la ecuacion de Newton
gue nos da la aceleracion es:

ma=m % =F -aV’ (3.17)

Como en el caso anterior, la fuerza de rozamiento aumenta con la velocidad,
por lo que la aceleracion va disminuyendo. En el limite, la fuerza de rozamiento
Ilegaacompensar exactamente lafuerzaefectiva, lo que resultaenunaaceleracion
cero y un movimiento uniforme a partir de ese momento. Existe, por lo tanto,
una velocidad limite que viene dada por la ecuacion (3.17) cuando a =0:

v = j (318)

Para un cuerpo cayendo en aire por su propio peso podemos calcular
la velocidad limite poniendo la densidad del aire, p, ~1,25 kg/m®, y
sustituyendo la fuerza efectiva por mg (en el caso de que la densidad del
cuerpo sea comparable con la del aire habria, de nuevo, que tener en cuenta
el empuje de Arquimedes). En la tabla 3.2 pueden verse algunas velocidades
limite para objetos esféricos e irregulares cayendo en el aire, donde el rango
de velocidades corresponde a tomar valores para el coeficiente de arrastre
C, comprendidos entre 0,5 y 1. En la Gltima columna se da el nimero de
Reynolds, comprobandose que, en todos los casos, es muy superior a 1.

Tabla 3.2. Velocidades limite en aire para algunos objetos

. Superficie
Objeto Masa frontal 2 Ny
Gota de lluvia 4x10° kg | 3x10° m? |4,6-65m/s 4x10?
Gotade granizo | 4x107° kg | 3x107* m? | 14-20 m/s 10°
Balon de fatbol | 0,43 kg 0,038 m* | 13-19m/s 10°
ﬁt?rlélla en caida 20 kg 01 m? 56-79 m/s 10°
Persona en caida 2 6
vertical 75 kg 0,6 m 44-63 m/s 10
Bomba 500 kg 0,2 m? 200-280 m/s 4x10°
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El valor experimental de la velocidad limite para una persona cayendo en el
aire a la altura del mar se sitta alrededor de los 55 m/s (200 km/h), que cae de
lleno en el intervalo calculado. Para un aguila en picado, la velocidad limite se
aproxima a los 79 m/s (280 km/h), lo que implica tomar C, ~0,5.

Cuando una persona cae con un paracaidas deportivo abierto, la velocidad
limite es de tan s6lo unos 3 m/s (0 unos 10 km/h). La fuerza F, sobre una
persona cayendo en aire es la misma esté el paracaidas abierto o cerrado;
lo que varia de un caso a otro es la friccion con el aire, mucho mayor con
el paracaidas abierto debido a su mayor superficie y coeficiente de arrastre,
lo que se traduce en un pardmetro a mas grande y una velocidad limite
menor.

3.4.3 La centrifuga como instrumento de andlisis

La centrifugacion es un método muy extendido en los laboratorios de
Biologia para separar y analizar soluciones y suspensiones en un liquido de
macromoléculas, células o componentes celulares. Permite determinar los
componentes de un cierto material bioldgico sin que éstos resulten dafiados en
el proceso, asi como purificar mezclas aislando cada uno de los componentes.
El principio en el que se basa es la distinta velocidad limite que adquiere una
particula en un medio viscoso en funcion de su masa y de su forma.

En efecto, consideremos un conjunto de particulas en un liquido sometidas
simplemente a la accion de gravedad. Tenderan a sedimentar, cayendo
hacia el fondo de la vasija que contiene a la solucion, pero la velocidad de
sedimentacion serd distinta para cada clase de particula. Como estamos
considerando el movimiento de cuerpos con dimensiones y velocidades
muy pequefias moviéndose en un fluido viscoso, los nimeros de Reynolds
asociados seran tambien pequefios, por lo que podemos aproximar la fuerza
de rozamiento con un término proporcional a la velocidad. Para este caso,
recordando la expresion (3.12), la velocidad limite de caida seré:

—_ [
v, ==

B B

donde m es la masa de la particula, m, es la masa del liquido contenido en el
volumen que ocupa la particulay S es el coeficiente de rozamiento. Para una
particula de forma aproximadamente esférica 8 viene dada por la formula de
Stokes, (3.13), y la velocidad limite resulta (ecuacion (3.14)):

F - (m_mf)g
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_ ZRZ(P_Pf)g

La simple sedimentacion diferencial podria ser ya un procedimiento
de separacion identificando las distintas especies segiin fueran llegando al
fondo o siguiendo el proceso de sedimentacion por medios Opticos, aunque
para cuerpos de dimensiones subcelulares ese proceso seria muy lento.
Las centrifugas son aparatos que permiten acelerar el proceso y repetirlo
modificando las condiciones iniciales al generar, mediante giros alrededor de
un eje, aceleraciones que pueden ser mucho mayores que la de la gravedad.
Una pequefia centrifuga de mesa con un rotor que gire a 3.000 revoluciones
por minuto y tenga un brazo de unos 5 cm puede generar aceleraciones del
orden de 500 g, mientras que existen centrifugas capaces de llegar hasta las
500.000 g.

B Lo

)

Sl

Fig. 3.16. a) Centrifuga con rotacién en el plano horizontal.
b) Centrifuga con rotacidn inclinada un angulo de 35° con la vertical.

Una centrifuga es un dispositivo como el de la figura 3.16a en el que un
rotor gira en el plano horizontal con uno o varios tubos sujetos a lo largo de
su circunferencia que contienen la solucion formada por el liquido solvente
y el soluto que se quiere analizar. Si nos fijamos en una de las particulas,
resulta que no esta sujeta a ninguna fuerza salvo la de rozamiento y es el
liquido el que esta obligado a seguir la trayectoria que marca el movimiento
del tubo. Si no existiera rozamiento, la trayectoria, respecto de la mesa
sobre la que se apoya la centrifuga, seria una linea recta, pero respecto del
liquido y el tubo que lo contiene, se estd moviendo hacia el fondo del tubo
con una aceleracion igual en modulo, y contraria en sentido, a la aceleracion
centripeta (ver la figura 3.17). A esta aceleracion respecto del liquido en
movimiento y contraria a la centripeta es a la que hemos llamado aceleracion
centrifuga.
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Fig. 3.17. Trayectoria de una particula contenida en un recipiente que gira. Caso A: sin
rozamiento; caso B: con rozamiento moderado de la particula en el fluido del recipiente;
caso C: con mas rozamiento.

Notese que el sistema de referencia ligado al conjunto de liquido y tubo
en rotacion no es inercial, por lo que, en ese sistema, no se cumplen las leyes
de Newton tal y como han sido enunciadas en el capitulo precedente. La
trayectoria seguida por la particula no es rectilinea, como corresponderia a un
cuerpo libre, sino curva, lo que implica que debe actuar sobre ella una fuerza
que es, precisamente, la fuerza centrifuga. A este tipo de fuerzas, que no
son reales en sentido estricto pero aparecen cuando nos situamos en un
sistema de referencia no inercial, se les llama fuerzas ficticias. Asi, a todos
los efectos, y respecto de un observador ligado al liquido, la particula se
moveria como si hubiera una fuerza tirando hacia el fondo del tubo y
generando una aceleracion igual a la aceleracion centrifuga. Si no hubiera
rozamiento, se produciria una sedimentacion a gran velocidad e igual
para todas las particulas. La presencia de rozamiento cambia la situacion,
ya que las trayectorias respecto de la mesa en la que esta apoyada la centrifuga
Nno son rectas, sino que se curvany el grado de curvatura depende de la fuerza
de friccion, distinta para cada clase de particula. La sedimentacion es ahora
diferencial.

Normalmente la velocidad de sedimentacion en la gravedad terrestre es
minuscula debido al pequefio tamafio de los fragmentos que sedimentan 'y a
la gran friccion que sufren, tal y como hemos visto anteriormente en el caso
de un glébulo rojo. La centrifuga sirve, por tanto, para crear un campo de
fuerzas muy superior al gravitatorio y acelerar la separacion de los distintos
corpusculos en funcién de su tamafio.
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Por ejemplo, para una frecuencia de rotacion de 18.000 revoluciones por
minuto y a una distancia de 9 cm del eje de giro, la aceleracion centrifuga
generada es:

2
a=w’R= (271 %j x 0,09 = 3,2x10° m/s? = 32.600 ¢

Se llama campo centrifugo relativo (RCF, de Relative Centrifuge Field)
a la aceleracion obtenida en un punto de la centrifuga en unidades de g. En
este caso, el RCF seria de 32.600. El efecto de la centrifuga es, por tanto,
equivalente a crear un campo gravitatorio muy grande en el que estudiar
la sedimentacion diferencial de diferentes corpusculos en un liquido bajo
la accion de dicho campo. De esta forma se acortan considerablemente los
tiempos de sedimentacion.

Las técnicas de separacion por centrifugacién mas usuales son:

1. Por velocidad de sedimentacion partiendo de una mezcla de particulas
o0 macromoléculas homogéneamente distribuidas en un medio viscoso. Bajo
la influencia del RCF, cada particula (células, trozos de célula, nucleos,
mitocondrias, ribosomas, macromoléculas, etc.) sedimenta con una velocidad
caracteristica, depositandose en el fondo del tubo primero las mas grandes,
aunque la muestra de estas Ultimas asi obtenida siempre estard contaminada
por particulas mas pequefias que ya estaban presentes en esa zona al inicio
de la centrifugacion. Por el contrario, en la parte mas alta del tubo puede
obtenerse una muestra muy pura de las particulas mas ligeras, que son las que
sedimentan mas lentamente, como puede verse en la figura 3.18.
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Fig. 3.18. Sedimentacion diferencial a partir de una mezcla homogénea de tres especies de
particulas en un medio de densidad uniforme.

2. Sedimentacion en un gradiente de densidad. En este caso se prepara un
medio con densidad variable, creciente hacia el fondo del tubo, de forma que
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la densidad maxima es siempre menor que la de las particulas en suspension
para que se produzca la sedimentacion. Se parte de la mezcla en la parte
superior del tubo y, de nuevo, la diferente velocidad de sedimentacion hace
que las particulas se vayan diferenciando en capas que luego pueden ser
separadas y analizadas.
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Fig. 3.19. Sedimentacién diferencial en un medio de densidad variable (siempre menor
que la densidad de las particulas). La separacion se efectda por la distinta velocidad de
sedimentacion.

3. Centrifugacion isopicnica, que consiste en preparar un gradiente de
densidades tal que cubra todas las densidades de la mezcla a analizar. Bajo la
accion del RCF, las distintas particulas se van moviendo hasta llegar a la zona
en la que su densidad iguala a la del medio liquido, en cuyo caso la velocidad
limite es cero. La situacion de equilibrio es, por lo tanto, una separacion en
zonas por densidad. Particulas de distinto tamafio pero de la misma densidad
acabaran por coincidir en la misma zona, aunque se desplazan a la zona de
equilibrio con distinta velocidad.
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Fig. 3.20. Sedimentacién isopinica. Las distintas especies acaban situdndose en zonas del
fluido de densidad igual a la de las particulas.

Veamos ahora brevemente los parametros basicos del proceso de centrifu-
gacion para el primer caso de densidad uniforme. La fuerza efectiva sobre una
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particula de masa m en un medio que gira con velocidad angular o a una dis-
tancia r del eje de giro sera:

— 2
F=mo°r

donde m,, tiene ya en cuenta el empuje de Arquimedes y sera, por tanto, la
masa de la particula menos la masa del liquido que ocupa el mismo volumen
de la particula:

m; V xp,
my =m-m, =m(l-—)=m(1-
m V x

)=m@-2L
Io}

donde V es el volumen que ocupa la particula y p, es la densidad del fluido
solvente. A la velocidad limite de sedimentacion se llegara cuando la fuerza
de rozamiento iguale a la fuerza efectiva, es decir:

m(l—&)a)zr ~Bv, =0
D

Se llama coeficiente de sedimentacion, S, a la velocidad de sedimentacion
dividida por la aceleracion, es decir:

m(l—&
s=L =P (319)
o°r J5]
El coeficiente de sedimentacion tiene dimensiones de tiempo (velocidad
partido por aceleracion) y su unidad es el Svedberg, que es igual a 10
segundos.

De la ecuacioén (3.19) se sigue que el coeficiente de sedimentacion es una
caracteristica de cada corpusculo y del medio liquido en el que se mueve.
Medir dicho coeficiente equivale, en consecuencia, a identificarlo a través de
sus propiedades de sedimentacion en un medio Vviscoso.

Ejemplo. El coeficiente de sedimentacion de un ribosoma. Consideremos
un ribosoma de E. coli. Dada su forma globular le aplicaremos las expresiones
validas para una esfera cuyo diametro es del orden de 1,8x10° m y cuya
masa es igual a 5,0x10 % kg. Para el movimiento de este corpusculo en agua,
el coeficiente g sera:

B =6rRu=6rx0,9x10"°x10"°=1,7x10" kg/s

y el coeficiente de sedimentacion, tomando una densidad del ribosoma de
1,35 g/cm?,
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m(1- 2" 5><10_21><(1—1:;)
s= P_- 35 0,76x10™ s = 76 Svedberg

B 1,7x107™%°

La velocidad a la que se movera este organulo en agua dependera de la
aceleracion generada en la centrifuga. De la ecuacion (3.19) se sigue que:

v, =sXa

centrifuga

y si queremos que esa velocidad sea del orden de un centimetro por hora,
de forma que podamos separarlo de otros componentes celulares tras unas
pocas horas de centrifugacion, la aceleracion necesaria sera:

v, _ 107 1
Lt = X
s 3.600 76x10°"

lo que demuestra la necesidad de enormes aceleraciones y frecuencias en las
centrifugas. Si esa aceleracion quiere conseguirse a una distancia de 10 cm
del eje de giro, la velocidad angular del rotor sera:

/a y
o=, |t — 360.000 =1.900rad /s
r 0,10

y la frecuencia:

centrifuga

=360.000m/s? = 36.700 g

f= 22 =300 rev/s = 18.000 rev/min
T

De la misma forma que un ribosoma de E. Coli tiene un coeficiente de
sedimentacion en agua del orden de 76 Svedberg, otros componentes celulares
o moleculares tienen coeficientes de sedimentacion caracteristicos. Por
ejemplo, el de una molécula de hemoglobina es del orden de 7 Svedberg, el
del ARNm es de 12 Svedberg y el de un virus de la polio es de 120 Svedberg.
Si consideramos este Ultimo caso, su velocidad en la misma centrifuga del
ejemplo anterior sera:

vV =sxa =120 x 10 x 360.000 = 4,3 x 10® m/s

centrifuga

v, =4,3x10°x100x3.600 = 1,55 cm/h

es decir, si al principio ambos componentes, ribosomas y virus, estaban
mezclados, en la centrifuga que estamos considerando los virus se separaran
de los ribosomas a razén de medio centimetro por hora.
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Para determinar la naturaleza de una macromolécula o componente
celular lo basico es, por lo tanto, medir su coeficiente de sedimentacion. Este
parametro puede obtenerse a partir de la distancia recorrida por la molécula o
el organulo de que se trate en funcién del tiempo, ya que:

S=—F=——=— 3.20

o’r o’rdt o° dt (3.20)

y, por lo tanto, dibujando en un gréfico el logaritmo neperiano de la distancia

al eje de giro que va alcanzando una particula en funcion del tiempo, la

pendiente de la recta aproximada que se obtiene es el producto de ®*, que es
una caracteristica de la centrifuga, por el coeficiente de sedimentacion.
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Fig. 3.21. Determinacion experimental de los coeficientes de sedimentacion. Cada especie
de corpusculo (célula, proteina, fragmento de membrana, organulo, etc.) esta caracterizada
por un coeficiente de sedimentacion especifico.

Observacion. El movimiento de los corpusculos en la centrifuga.
El movimiento de las particulas en el liquido hacia el fondo del tubo no
es uniforme, ya que la velocidad limite es proporcional a la aceleracion
centrifuga y ésta va aumentando segiin aumenta la distancia al eje de giro.
Sera un movimiento acelerado cuya naturaleza puede determinarse a partir
de la ecuacién (3.20):

d(Inr) = sw’dt

r=re"" (3.20)
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donde r, es la posicion en el momento inicial. Es decir, las particulas en las
centrifugas se desplazan hacia el fondo de los tubos con un alejamiento del
eje de giro que crece exponencialmente con el tiempo. Para tiempos no muy
grandes, el exponente so’t puede ser mucho menor que 1, en cuyo caso la
exponencial en (3.21) puede aproximarse por los dos primeros términos de su
desarrollo en serie:

r~r,(1+so’t) = r,+rso’t =r,+vt

donde v, es la velocidad limite en el punto inicial r, y el movimiento es
uniforme. Para el caso del ribosoma en la centrifuga del parrafo anterior,
tendremos:

sw’t = 76x107x(1.900)" t = 2,7x10° t

que es menor que 1 para valores de t de hasta 3 y 4 horas.

3.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1 Sea un sistema de dos masas m, y m, separadas entre si
por una distancia D. Encontrar, sobre la linea que las une, la distancia d
entre lamasa m, y el punto en el cual la fuerza gravitatoria sobre un cuerpo
cualquiera es nula debido a que las atracciones ejercidas por las dos masas
se compensan exactamente (punto de Lagrange). Aplicarlo al caso del sistema
Sol-Jupiter y Tierra-Luna.

Datos:
m m..,
—S0_=1.000; —¢ =83; Dy, J,pier = 780 MKM; Dyyro e = 390.000 km
m.]u’piter mLuna
Sol.:
D . .
d =———; Sol-Ju'piter :d =0,03D = 23Mkm; Tierra—Luna:d =0,10D =39.000 km
1+ m /m, P

Ejercicio 3.2 Un cometa perteneciente a la nube de Oort se encuentra
girando alrededor del Sol en una trayectoria circular de 20.000 UA de radio.
¢Cual serd su periodo de rotacion? ¢Y a qué velocidad se mueve? (la Unidad
Astronémica (UA) es la distancia media entre la Tierray el Sol y es igual a
150 Mkm)

Sol.: T

cometa

= 2,8x10° afios; v =214 m/s
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Ejercicio 3.3 Una persona se encuentraen el interior de una rueda de 10 m
de radio que gira verticalmente tal y como ilustra la figura 3.22. (A qué
velocidad y frecuencia tiene que girar la rueda para que en el punto mas alto
la persona tenga sensacion de ingravidez?

Fig. 3.22. Rueda giratoria en el plano vertical.

Sol.: v=99 m/s; f=945 rev/imin

Ejercicio 3.4 Una persona cuya masa es 80kg se encuentra en un
ascensor. Determinar la fuerza que ejerce el piso sobre la persona cuando:

1. El ascensor asciende con velocidad constante
2. El ascensor desciende con velocidad constante
3. El ascensor asciende con una aceleracion constante de 3 m/s?
4. El ascensor desciende con una aceleracion constante de 3 m/s?
5. El ascensor cae libremente

Sol.: 1) 800 N; 2) 800 N; 3) 1.040N; 4)560 N; 5) 0N

Ejercicio 3.5 En el dispositivo de la figura 3.23, calcular la masa m que
mantiene en equilibrio la masa M =100 kg. Calcular las fuerzas de contacto
del techo en los puntos A 'y B.
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M = 100 Kg

Fig. 3.23. Conjunto de dos poleas fijas al techo y dos masas en equilibrio.

Sol. m=50kg; F, =490 N; F; =980 N

Ejercicio 3.6 Un bloque de hierro de 7 kg de masa desliza sobre una
mesa horizontal arrastrada por el peso de otra masa de 2kg que cuelga
verticalmente de una cuerda unida al bloque y pasa por una polea sin masa ni
rozamiento apreciable, segun la disposicion de la figura 3.24. Si el coeficiente
de rozamiento dinamico entre el bloque que desliza y la mesa es u = 0,15,
hallar la tension de la cuerda.

TKg o ’_\

A
T

2Kg

Fig. 3.24. Sistema de dos masas unidas, una de las cuales desliza sobre una superficie hori-
zontal con rozamiento por efecto del peso de la otra.

Sol.. T=17,5N
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Ejercicio 3.7 Considérese una masa m que desliza sobre el suelo con
un coeficiente de rozamiento dindmico u . Se arrastra la masa con ayuda
de un tirante que forma un angulo con la horizontal tal como muestra la
figura 3.25. Para el caso de movimiento uniforme, dibujar las fuerzas que
actlian sobre lamasa m y calcular lafuerza T con la que hay que tirar para
mantener el movimiento.

Hacer lo mismo pero para el caso en el que se empuja la masa, en vez de
tirar de ella, y demostrar que empujando es preciso siempre hacer mas fuerza
que tirando. Argumentar cualitativamente la razén de esta diferencia.

Aplicarlo a una masa de 50 kg, un coeficiente de rozamiento 1= 0,7 yun
angulo o =30°.

Fig. 3.25. Masa que desliza sobre el suelo, con rozamiento, por la accion de un tirante que
forma un cierto angulo con la horizontal.

Sol.: Tirar: T =_ #M9 . T=282N

CoS o + 11 Senat

Empujar: T = y—mg; T=665N
Cosa — psena

Ejercicio 3.8 Calcular el diametro que debe tener un paracaidas circular
para que una persona de 80 kg de peso llegue al suelo con una velocidad de
3 m/s. Tomar el valor C, = 1 para el coeficiente de arrastre.

Sol. d=2R=13,3m

Ejercicio 3.9 Calcular la velocidad limite de caida en aire de una gota
de agua de 1 mm de radio tomando la fuerza de friccion proporcional al
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cuadrado de la velocidad y un coeficiente de arrastre C, igual a 0,5. Calcular
el nimero de Reynolds asociado a este movimiento (u,, . = 1,8 x 10-°kg - ms™).

Sol.: v, =6,46 m/s; N, =450

Ejercicio 3.10 Calcular la velocidad limite de caida de la gota de agua del
ejercicio anterior en la atmdsfera de Marte.

Datos: densidad de la atmosfera en Marte = 0,015 kg/m3; gravedad =
0,38xg

Sol.: v =36,4m/s

Ejercicio 3.11 Calcular la velocidad de caida de una gota de lluvia de
102 mm de radio en aire suponiendo que es aplicable la ley de Stokes.
Verificar también que el ndimero de Reynolds asociado es menor que
1. Calcular a partir de qué radio esta aproximacion ya no es valida
(Pare = 125 kg/m?; e, = 1,8 x 10° kg - m™ s7).

Sol.: v = 1,2 cm/s; NR =0,0083; Rmé1X =49 x 102 mm

Ejercicio 3.12 En una centrifuga que gira con una frecuencia de
40.000 rev/min depositamos hemoglobina en agua a una distancia de 10 cm
del eje de rotacion. Calcular el tiempo necesario para que la hemoglobina se
desplace 1 cm. Verificar que el coeficiente de sedimentacion es de 7 Svedberg,
tal y como se afirma en el texto. (La molécula de hemoglobina es globular,
con un radio del orden de 3nm y una densidad de 1,34 g/cm?).

Sol.: At~8.300s ~2h18min

Ejercicio 3.13 Calcular la frecuencia que debe tener una centrifuga para
que un glébulo rojo situado a 6 cm del eje de giro se desplace 2 cm en agua
al cabo de 1 minuto de funcionamiento. (El glébulo rojo tiene un radio de
2 um y una densidad de 1,3 g/cm?)

Sol.: f=1.400 rev/min
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Capitulo 4. Bioestatica y
locomocion

4.1 Momento angular
4.1.1 Definicion

Introduciremos en este capitulo una nueva variable cinematica, llamada
momento angular, relacionada con las rotaciones, que se conserva en ciertas
condiciones muy frecuentes en el mundo fisico. Definiremos, en primer lugar,
el momento angular respecto de un punto O para una particula de masa m
que se mueve con una velocidad v del siguiente modo:

L= mFxV:FxB 4.0
Donde r es el vector posicion de la particula respecto del punto en cuestion
y el simbolo “x” entre dos vectores representa el producto vectorial.

Por lo tanto, el momento angular de una particula es siempre perpen-
dicular a su velocidad y a su vector posicién. Si la trayectoria es plana,
podemos escoger el origen de coordenadas en el plano que la contiene y el
momento angular sera siempre perpendicular a dicho plano.

o

Fig. 4.1. Momento angular L de una particula cuya posicion esta caracterizada por el

vector posicién Ty se mueve con una velocidad V, respecto del punto O. EI momento
angular es perpendicular al plano que contiene I y V.

147
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Las dimensiones del momento angular vienen dadas por la expresion:
[L]= MLT

y sus unidades seran kg xm?s™.

Si se calcula el momento angular respecto de un punto de la recta que
contiene al vector velocidad, entonces el momento angular respecto de dicho
punto es cero al ser el vector posicion paralelo o antiparalelo a la velocidad.

Fig. 4.2. Movimiento circular: direccién y sentido del momento angular.

Para el caso de un movimiento circular contenido en el plano horizontal, a lo
largo de una circunferencia de radio R, escogeremos el origen de coordenadas en
el centro de la circunferencia y el momento angular sera un vector hacia arriba
si el movimiento tiene lugar en el sentido contrario al de las agujas de un reloj y
hacia abajo si el movimiento tiene lugar en el sentido de las agujas de un reloj,
como puede apreciarse en la figura 4.2. A lo largo de la trayectoria circular, el
radio vector es siempre perpendicular a la velocidad, por lo que el médulo del
producto vectorial sera simplemente el producto de ambos mddulos:

L = mRv = mR%w 4.2)

Si el movimiento es circular uniforme, v y @ son constantes, por lo que
el médulo del momento angular es también constante.

Para un conjunto de particulas, el momento angular total se define como la
suma de los momentos angulares de cada una de ellas respecto de un mismo
punto O:

Y para un cuerpo continuo, la definicion es la generalizacion de la expresion
anterior:

L= [ dmry
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y tomando dm = pdV = pd°r, donde p es la densidad, obtenemos:
N S
L= var xvd*r

extendiéndose la integral a todo el volumen del cuerpo.

4.1.2 Momento de inercia

Consideremos un cuerpo o conjunto de particulas moviéndose alrededor de
un eje, que escogeremos como eje Z, con velocidad angular constante. Fijando
el origen de coordenadas en un punto O cualquiera del eje y centrandonos en
una de las particulas, vemos que el movimiento de ésta es circular uniforme
alrededor del eje en cuestion con una velocidad angular w tal que:

V=Ro=rowsene

tal y como vemos en la figura 4.3.

Z

S

Fig. 4.3. Movimiento de rotacion alrededor de un eje

En cada instante, el momento angular respecto del origen sera un vector
perpendicular al plano que forman r y v vy, por lo tanto, formando un angulo
6 =90° —¢ con el eje Z. Cuando la particula se mueve, el momento angular
va girando alrededor del eje Z formando un cono de &ngulo 6. La Unica
componente del momento angular que se mantiene constante a lo largo del
tiempo es la componente z, mientras que las componentes perpendiculares
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al eje Z se cancelan a lo largo de un giro completo. Llamaremos momento
angular respecto de un eje a su componente a lo largo de dicho eje. En el
caso que nos ocupa:

L, = Lseng = mrvseny = mRv = mR’w

siendo R la distancia en perpendicular desde la particula al eje. Notese que el
momento angular asi definido no depende del punto respecto del cual se
ha calculado, siempre que esté contenido en el eje de giro, sino solo de la
distancia en perpendicular entre éste y la particula. Para un sistema rigido
de muchas particulas girando alrededor de un eje, todas ellas se mueven con
la misma velocidad angular, por lo que:

L, = a)i“mi R?

i=1
y para un cuerpo continuo:
, = coJ.dmR2 = wIpR2d3F

En todos los casos, la componente del momento angular total a lo largo del
eje de giro es igual a la velocidad angular multiplicada por una cantidad, que
Ilamaremos momento de inercia respecto de dicho eje:

L, =lo (4.3)

siendo:
N
I => mR? (4.4)
i=1

Las dimensiones del momento de inercia son:
[1]=ML?

Para el caso de una sola particula, la suma en la expresion (4.4) es un solo
sumando, mientras que si se trata de un cuerpo continuo, la suma es una
integral. El momento de inercia de un cuerpo respecto de un eje es una
cantidad intrinseca, que no depende de su estado de movimiento, sino
solo de su forma, de su densidad y del eje de giro. La expresion (4.3) es
similar a la que define el momento de una particula, p, = mv , pero para los
giros alrededor de un eje. EI momento o cantidad de movimiento se sustituye
por el momento angular, la masa por el momento de inercia, y la velocidad
lineal por la velocidad angular.
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Ejemplo. Calculemos el momento de inercia de una varilla homogénea, de
masa M y longitud L respecto de un eje que pasa por uno de sus extremos
y es perpendicular a la linea de la varilla. Sea 4 la densidad lineal, definida
de forma tal que la masa contenida en un elemento infinitesimal de longitud
dx es dm = Adx. En una varilla homogénea la densidad lineal es la misma en
todos sus puntos, por loque M = AL e:

dx L

[ ——. 0 | [ —————

Fig. 4.4. Varilla homogénea de longitud L y giro alrededor de un eje perpendicular a la
linea que la contiene, a) que pasa por uno de sus extremos, b) que pasa por su centro de
masas.

| = jozdm - ;Ljozdx - Loe=iwe
0 0 3 3

Ejemplo. Podemos calcular, de forma analoga al caso anterior, el momento
de inercia de la varilla homogénea respecto de un eje que pasa por su centro
y es perpendicular a la linea que contiene a la varilla:

L L 3 3

> > 110 L 1 1
I = [2xdm=A[2xdx= A 2| —+— |= AL = ML

- - 318 8) 12 12

El momento de inercia de la barra respecto del eje que pasa por su
centro de masas es menor que el de la misma barra respecto de un eje que
pasa por uno de sus extremos. Como veremos més adelante, el momento
de inercia mide la resistencia al giro de un cuerpo, y esta relacion traduce
el hecho de que es més facil hacer girar la barra alrededor de un eje
que pasa por su centro que alrededor de uno que pase por uno de sus
extremos.

Ejemplo. Una puerta de espesor despreciable respecto de sus otras dos
dimensiones puede considerarse como una superposicion de varillas, todas
de la misma longitud, por lo que su momento de inercia respecto de un eje
que pasa por uno de sus bordes sera simplemente IZ%MLZ, donde L esla
longitud del borde de la puerta perpendicular al eje de giro.
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4.1.3 Conservacién del momento angular y momento de una fuerza

Veamos ahora en qué condiciones el momento angular de un sistema
dinamico es una constante del movimiento. Para ello, como para cualquier
otra variable cinematica, tendremos que analizar su variacion con el tiempo.
Empecemos para el caso de una sola particula:

di_ dr - - dv_ - - - -
—:m—xv+mr><—:mv><v+r><(ma) @4.5)
dt dt dt

El primer término del Gltimo miembro de la expresion (4.5) es cero debido
a que contiene el producto vectorial de un vector por si mismo. El resultado
final es:

dL _- —
—=rxF (4.6)
dt

Al segundo miembro de la igualdad (4.6) le llamaremos momento de la
fuerza F respecto del punto O:

I =rxF @4.7)

El momento de una fuerza respecto de un punto es, por lo tanto, un
vector normal al plano que forman la fuerza y el punto, dirigido segun la
regla del sacacorchos que ya vimos en el primer capitulo: si ponemos el plano
en posicion horizontal, el momento esta dirigido hacia arriba si la fuerza
marca un giro alrededor del punto en sentido contrario a las agujas de un reloj
y esta dirigido hacia abajo si el giro marcado lo es en el sentido de las agujas
de un reloj. EI modulo del momento es igual a rF sen a, es decir, igual a Fd,
donde d es la distancia en perpendicular desde el punto a la recta de accion de
la fuerza (véase la figura 4.5).
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Fig. 4.5. Momento de una fuerza contenida en el plano horizontal.

En lo sucesivo entenderemos siempre que se ha especificado el punto
respecto del que estamos calculando momentos angulares y momentos de
fuerzas. Las dimensiones del momento de una fuerza son, de la expresion
@n:

[[]=MLT~

Ejemplo. Calcularemos el momento del peso de un cuerpo de masa igual
a 5 kg sujeto en la mano de una persona respecto de los puntos de giro de la
mufieca, el codo y el hombro cuando el brazo esta extendido en un angulo de
45° respecto de la vertical.

Fig. 4.6. Brazo sujetando un peso en un angulo de 45° con la vertical.
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Las distancias a lo largo del brazo entre el centro del peso y los puntos
de giro de la mufieca, el codo y el hombro son, aproximadamente, |, =5cm,
I, =40 cm, I, =70 cm. Las distancias en perpendicular entre esos puntos y
la linea de accion de la fuerza (vertical) seran:

d, =1 sen45° = LE

V2

es decir, d, =3,5 cm, d, =28,3 cm, d, =49,5 cm. Los momentos de la
fuerza seran:

I'; = mgd;

Y, por lo tanto, T, =1,7 kgxm?s?, I, =13,9 kgxm?s?, I',=24,3
kg xm?s.

De la ecuacion (4.6) se sigue que el momento angular se conserva (su
derivada respecto del tiempo es cero) cuando el segundo miembro (el momento
de la fuerza) es cero, lo que ocurre en dos situaciones posibles:

1. La fuerza es cero.
2. La fuerza no es cero, pero su momento si lo es.

Asi pues, el momento angular se conserva si la particula es libre, o
bien si la fuerza a la que esta sometida tiene siempre la direccion de r, en
cuyo caso el momento de la fuerza es cero. A este tipo de fuerzas, que van
siempre en la direccion del radio vector (paralelas o antiparalelas al mismo), se
les llama centrales y tienen la propiedad de que los cuerpos a ellas sometidos
describen trayectorias que conservan el momento angular. La fuerza de la
gravedad es central y, por lo tanto, las orbitas de los cuerpos celestes son tales
que conservan el momento angular.

4.1.4 Consecuencias de la conservacion del momento angular
Partimos de la expresion:
dL _ =
—=r 4.8
o (4.8)

donde L y ' son el momento angular y el momento de las fuerzas, respec-
tivamente. Si este Ultimo es cero, entonces L = constante y, para el caso de
un cuerpo girando alrededor de un eje:

| = constante
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Supongamos el caso de una persona girando sin rozamiento sobre el suelo
(como por ejemplo la patinadora sobre hielo de la figura 4.7).

Fig. 4.7. Patinadora cambiando la velocidad de giro por el procedimiento de extender o recoger
los brazos, lo que produce un cambio en su momento de inercia respecto al eje de giro.

Como no hay fuerzas externas gque actuen sobre ella (su peso es cancelado
exactamente por la fuerza de contacto del suelo), el momento angular es cons-
tante y, si no altera la disposicion de su cuerpo, el momento de inercia no
varia, lo que implica que gira con velocidad angular constante. Sin embargo,
cuando abre sus brazos o cambia la distribucion de masas de su cuerpo, el
momento de inercia cambia y la constancia del momento angular implica
que la velocidad angular tiene que cambiar. Si el momento de inercia y la
velocidad angular iniciales son |, y o, , repectivamente, e | y o las mismas
magnitudes tras el cambio de disposicion corporal, tendremos:

l,@, = lo 4.9)

Ejemplo. Supongamos, para fijar las ideas, que la patinadora tiene los
brazos recogidos a lo largo del cuerpo y estd girando con una frecuencia
de 5 revoluciones por segundo, es decir, @, sera de 5 x 2z = 31,4 radianes
por segundo. EI momento de inercia del cuerpo, excepto los brazos, lo
aproximaremos por el de un cilindro de 1,60 metros de altura y una base
circular de unos 10 cm de radio. El volumen de un tal cilindro sera:

V = rR*h =~ 0,050 m?



156 Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

lo que, teniendo en cuenta que la densidad del cuerpo humano es practicamente
la del agua, da una masa de unos 50 kg. El momento de inercia de un cilindro

alrededor de su eje de simetria es igual a 1 MR?, siendo R el radio de la base

(ver el ejercicio 2 de este capitulo). Aproximaremos la contribucion de los
brazos como si fuera la de dos cuerpos puntuales de 3 kg cada uno situados
en el centro de masas de cada brazo. En posicion recogida, se encuentran a
una distancia de unos 15 cm del eje de giro, por lo que el momento de inercia
total sera:

x50x0,1° +2x3x0,15° = 0,385kg x m’

I, =

N |~

Al extender los brazos aumenta su momento de inercia. Haciendo la aproxi-
macion de que el centro de masas de cada uno de los brazos pasa a estar a
unos 40 cm del eje de giro, el momento de inercia en esta nueva postura sera:

= %><50><0,12 +2x3x0,4° =1,21kg xm®

y de la ecuacion (4.9) se deduce que ahora la velocidad de rotacion habra
disminuido hasta un valor:
I, 0,385

®w=—@0,= x31,4=10,0 rad/s
| 1,21

S 10 . .
es decir, girara a — =1,6 revoluciones por segundo, un tercio de la
T

frecuencia que tenia con los brazos recogidos. La simple extension de los
brazos aumenta el momento de inerciay la conservacion del momento angular
exige que disminuya la velocidad de rotacion. Si la patinadora vuelve a plegar
los brazos, la velocidad angular aumenta. El procedimiento para modificar la
velocidad de rotacion en el caso de los patinadores, bailarines o trapecistas
se basa, por lo tanto, en la conservacion del momento angular.

Cuando el momento de inercia de un cuerpo no cambia y consideramos
el giro alrededor de un eje, entonces la ecuacion que da la relaciéon entre
momento angular y momento de las fuerzas se escribe:

_dL _ , do _

r=—=|2= 4.10
o dt - (4.10)

donde o es laaceleracion angular alrededor del eje de giro y la expresion que
resulta es en todo similar a la segunda ley de Newton (ecuacion (2.1)), s6lo que
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la fuerza se sustituye por el momento de la fuerza, la masa por el momento de
inercia y la aceleracion por la aceleracion angular. En el caso de rotaciones,
la expresion que resulta Gtil para estudiar la naturaleza del movimiento es,
precisamente, la (4.10).

Si la fuerza externa sobre un cuerpo es la de la gravedad, tendremos
que la fuerza externa sobre cada particula de masa m, que forma parte del
Cuerpo es:

—(e) _

Fi ‘_migL‘Tz

y el momento total de la fuerza sobre el cuerpo puede escribirse de una forma
compacta:

— N—. —(e N — — - - =l —(e
I= Zl‘i <Fi :(—meinjqu =—gMrcm XUz =Fem X Fg) 4.11)
i=1

i=1
Siendo:
e _ ol _ -
Fr = E Fi =-Mgu,

El momento total es, asi, igual al momento de la fuerza gravitatoria
actuando sobre una particula cuya masa fuera igual a la masa total del
cuerpo situada en su centro de masas.

4.1.5 El gato y los saltos de trampolin

La conservacion del momento angular para el caso en que el momento
de las fuerzas externas sea cero parece violarse en el caso de los giros que
efectlian los saltadores de trampolin cuando estan en el aire o los de un gato
que siempre cae de pie aun cuando se le haya dejado caer con los pies por
alto. Si tomamos el centro de masas del cuerpo como punto respecto del
cual calcular momentos, el momento de la fuerza de la gravedad, que es la
Gnica que actua, es cero y no podria haber aceleracién angular alrededor de
ningun eje que pasara por dicho punto, de acuerdo con las expresiones (4.10)
y (4.11). Sin embargo, hay aceleraciones en ambos casos, aunque no una
real violacion de la conservacion del momento angular porque no se trata de
cuerpos rigidos, sino que pueden alterar su conformacion y, por lo tanto, su
momento de inercia, lo que implica variacién en la velocidad angular.

Empecemos con un saltador desde un trampolin que impulsa el cuerpo
hacia adelante (de frente) o hacia atras (de espaldas). Las fuerzas de los pies
sobre el trampolin, antes de abandonarlo, imprimen un giro al cuerpo con una
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velocidad angular asociada a un momento angular que va a lo largo del eje
de giro: perpendicular al cuerpo hacia la izquierda del saltador, en el caso de
salto hacia adelante, o hacia la derecha, en el caso de salto hacia atras, segun
la configuracion de la figura 4.8. Una vez en el aire, la velocidad de rotacion
no se puede alterar si el momento de inercia permanece constante.

e
b

Fig. 4.8. Saltador de trampolin iniciando el giro alrededor de un eje normal al eje del
cuerpo hacia delante y hacia atras.

Asi, si el saltador mantiene su cuerpo rigido, normalmente completa una
vueltay media antes de zambullirse (salto mortal), pero puede plegar el tronco,
los brazos y las piernas para disminuir su momento de inercia alrededor del
eje de giro, con lo que aumentara su velocidad angular y podra completar dos
vueltas y media (doble salto mortal) o mas, segiin puede verse en la figura
4.9, de modo similar a las maniobras de la patinadora vistas anteriormente.
Cuando el saltador va a zambullirse en el agua puede estirar completamente
su cuerpo, con lo que aumenta su momento de inercia de nuevo, hasta en un
factor cinco respecto de la posicion completamente plegada, con lo que la
velocidad angular disminuye en ese mismo factor y nos da la impresion de
que llega al agua practicamente sin giro.
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Fig. 4.9. El saltador aumenta la velocidad de giro hacia delante recogiendo el cuerpo y
disminuyendo, asi, su momento de inercia respecto al eje de giro.

Pero el saltador puede hacer algo mas. Mediante movimientos de los brazos
y del tronco puede imprimir una rotacion alrededor del eje que va de la cabeza
a los pies, el llamado giro en tirabuzon, al que estd asociado un momento
angular dirigido en esa direccién. Si el momento angular inicial iba en la
direccion del eje de giro del salto mortal, y el giro alrededor de este eje no se
altera, es imposible iniciar el movimiento en tirabuzon. Pero lo que importa es
la conservacion del momento total, que se puede mantener constante e igual
a su valor inicial si se modifica el eje del giro hacia adelante, de forma que
la suma del momento angular asociado a este movimiento mas el asociado al
giro en tirabuzén sea igual, en médulo y direccién, al momento angular con
que inicid el vuelo. Cuando quiere detener el giro en tirabuzén, el saltador
tiene que restablecer la coincidencia entre el eje de giro y el del momento
angular inicial, es decir, perpendicular a la direccion de salida del trampolin.

REATES
o

&y "

ik,
Fig. 4.10. Salto que se inicia como mortal hacia delante al que se imprime un giro en

tirabuzon en su parte intermedia. Al final, cesa este ultimo giro y se recupera la rotacion
pura hacia delante (Frohlich, 1980).
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Fig. 4.11. El momento angular se conserva en el salto, lo que implica que, cuando el
saltador gira en tirabuzon, el eje de giro hacia delante debe cambiar de forma que la
composicién de los momentos angulares asociados a los dos giros sea igual al momento
angular inicial.

A veces se argumenta que es imposible que pueda realizarse un giro
en tirabuzon si en el instante del despegue el saltador no lo ha iniciado
ya, gracias a la interaccion de los pies con el trampolin. Pero la evidencia
empirica, con estudios dindmicos de saltos, ha demostrado que esto no es asi,
y que el saltador puede iniciar dicho giro en cualquier instante, aun cuando
el momento angular con que despega vaya en la direccion perpendicular a la
direccion de inicio del salto, con tal de que altere la direccion del eje del salto
mortal de forma que la suma de los dos momentos angulares conserve el valor
inicial. Sin embargo, en el salto hacia atras es mas dificil maniobrar, por lo
que normalmente el saltador inicia el movimiento en tirabuzon ya desde el
trampolin, imprimiendo un giro alrededor del eje longitudinal del cuerpo en
los Gltimos apoyos sobre la tabla.

Mas complicado es entender que pueda girar en el aire un gato cayendo
de espaldas con momento angular cero (se le deja caer, por ejemplo, con las
patas hacia arriba y sin imprimir ningan giro en el momento de la caida). Si
el cuerpo del gato se mantuviera rigido, no habria manera de producir el giro,
pero éste es posible porque las distintas partes del cuerpo giran a lo largo de
ejes distintos, de forma que el vector momento angular total sigue siendo cero
a lo largo de toda la caida.

Este fendbmeno puede verse con mas claridad con ayuda de un modelo en
el que el cuerpo esta compuesto por dos cilindros unidos por sus extremos y
que pueden formar un cierto angulo entre ellos mientras giran.
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Fig. 4.12. Gato, al que se deja caer con momento angular inicial igual a cero, voltedndose
mediante giros combinados segln se explica en el texto. La caida dura 0,5 segundos y a lo
largo de ella recorre 1,2 metros (Frohlich, 1980).

b)

Fig. 4.13. Modelo de rotacion de las dos mitades del tronco de un animal sobre sus ejes de
simetria y rotacidn global, en sentido contrario, alrededor del eje horizontal.
Esquema de momentos angulares con resultante cero.

Si los dos cilindros giran hacia la derecha alrededor de cada uno de sus
ejes de simetria, segiin se ve en la figura 4.13, la suma de sus dos momentos
angulares puede compensarse exactamente con el momento angular asociado
al giro en direccion contraria del conjunto de los dos cilindros alrededor del
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eje horizontal, que es el eje del cuerpo al inicio de la caida. Asi, este ultimo
movimiento es posible gracias a los giros alrededor de otros ejes de las dos
mitades del cuerpo, manteniéndose el momento angular igual a cero en todo
instante.

4.1.6 Equilibrio

Ya hemos demostrado en el capitulo anterior que si la suma de las fuerzas
externas sobre un objeto es cero, entonces la aceleracion de su centro de
masas es cero, por lo que si estaba en reposo sigue, como un todo, en reposo.
Pero un objeto puede girar alrededor de un eje aun cuando su centro de
masas permanezca en reposo. Es el caso de una barra sobre la que actien dos
fuerzas iguales y de sentido contrario pero aplicadas en sus dos extremos.

2

Fig. 4.14. Barrarigida a la que se aplica un par de fuerzas.

La barra girara, entonces, aun cuando su centro de masas (el punto medio
si es homogénea) permanezca inmdvil. La razon es que el momento total de
las fuerzas externas es distinto de cero vy, si el objeto no cambia de forma, su
momento de inercia es constante y debe generarse una aceleracion angular
(véase ecuacién (4.10)) que implica que la velocidad angular varia con el
tiempo. Es decir, si la barra estaba en reposo, empieza a girar y no esta en
equilibrio. Se llama par de fuerzas, precisamente, al momento de dos
fuerzas iguales y de sentido contrario actuando a lo largo de rectas dis-
tintas sobre un cuerpo rigido, tal y como se puede ver en la figura 4.14. El
par en este caso tendra la siguiente forma:

—

F:F1XE1+F2 sz :(F1—F2)XE1
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es decir, es un vector perpendicular al plano que contiene a las dos fuerzas,
dirigido hacia adentro en el caso de la figura, y cuyo médulo es:

1“:|r1—rz‘F1 senf = dF, @12)

donde d es la distancia en perpendicular entre las dos rectas. Asi, cuando las
fuerzas actian a lo largo de la misma recta, d es cero, lo que implica que
el par es cero y no hay giro. Nétese que el par de fuerzas es independiente
del punto escogido como origen para calcular momentos.

De lo dicho anteriormente se deduce que, para que exista equilibrio
estatico, deben cumplirse estas dos condiciones:

1. Lasuma total de las fuerzas externas es cero, lo que asegura que el
centro de masas permanece en reposo y no hay movimiento de traslacion:

SEY =0

2. La suma total de los momentos de las fuerzas externas es cero, lo
gue asegura que no hay movimientos de rotacion:

SrixF? =0

El caso mas sencillo y evidente es un objeto paralepipédico sobre una
superficie solida, como se muestra en la figura 4.15.

E R
7777777 777777
mg Y, mg
a) b)

Fig. 4.15. Paralelepipedo sobre una superficie, a) en equilibrio, b) fuera del equilibrio.
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La fuerza de la gravedad sobre todas sus componentes produce un efecto
equivalente a una sola particula situada en su centro de masas sobre la que
actuaria la fuerza correspondiente a todo el cuerpo. La superficie so6lida opone
una fuerza de contacto igual en mddulo y dirigida hacia arriba, de forma que
el cuerpo como un todo permanece inmavil. Si la vertical del centro de masas
esta sobre algtn punto de la superficie solida, la fuerza de contacto R puede
aplicarse en ese mismo punto y entonces también el par de fuerzas asociado
al peso y a la fuerza de contacto es cero: no hay giro y el cuerpo esta en
equilibrio.

Consideremos ahora, sin embargo, el caso en que la vertical del centro de
masas est¢ fuera de la superficie solida, en la disposicion de la figura 4.15.b.
Ocurre entonces que la fuerza de contacto R se aplica sobre el punto de la
superficie mas cercano al centro de masas, por lo que no puede estar dirigida a
lo largo de la vertical de este Gltimo punto. La consecuencia es que el momento
total de las dos fuerzas no es cero y se produce un giro. El cuerpo no esta en
equilibrio. En este caso, el momento total, o par de fuerzas, es un vector
normal al plano de la figura, dirigido hacia adentro y con un médulo igual al
maodulo de la fuerza multiplicado por la distancia entre las rectas a lo largo de
las cuales se aplican las dos fuerzas.

Ejemplo. Supongamos tres ladrillos paralepipédicos, homogéneos e iguales.
Estudiemos la configuracion de equilibrio en la que el borde de cada uno esta
separado una distancia igual del borde del ladrillo que tiene debajo, segun
puede verse en la figura 4.16.

L
«d [ )
E CM.
«d-> L e d >
[ ] «d->
0 X
Y mg

Fig. 4.16. Ladrillos apilados con desplazamientos relativos iguales.
Para que el de mas arriba se mantenga en equilibrio sobre el siguiente,
L . :
basta con que d < i El centro de masas del conjunto de estos dos ladrillos

estard, respecto del origen de coordenadas, en la posicion:
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L L
) (E+2de +(E+de _L+3d

X
oM 2M 2

y para que estos dos ladrillos se mantengan en equilibrio sobre el tercero
es preciso que el centro de masas del conjunto de los dos caiga sobre la
superficie de este ultimo, es decir:

L+3d <L:>d<%

Las propiedades del equilibrio permiten determinar experimentalmente la
posicién del centro de masas de un cuerpo irregular. En efecto, coloquemos
el cuerpo colgando de un hilo, como en la figura 4.17, en una posicion tal que
esté en equilibrio.

Fig. 4.17. Determinacién experimental del centro de masas de un cuerpo irregular suspen-
dido de una cuerda con ayuda de dos posiciones de equilibrio.

Sucede, entonces, que la fuerza de contacto de la cuerda sobre el cuerpo
debe estar alineada con el peso aplicado en el centro de masas, tal como
muestra la figura 4.17, ya que de otra forma habria un par de fuerzas y el
cuerpo giraria. A partir de la posicion de equilibrio sabemos, por lo tanto, que
el centro de masas esta contenido en la linea vertical AA’ que pasa por el punto
de contacto. Si ahora repetimos la maniobra, pero colgando de otro punto, el
centro de masas estara contenido en la nueva recta BB’, también vertical y
que pasa por el nuevo punto de contacto. Pues bien, el punto de interseccion
de ambas rectas es el centro de masas del cuerpo porque es el nico comdn a
las dos. Se tiene noticia de que este procedimiento fue utilizado ya en 1679
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por Giovanni A. Borelli, un discipulo de Galileo, para determinar la posicion
del centro de masas del cuerpo humano.

4.1.7 El equilibrio en personas y animales

Tomemos, para empezar, el caso de una persona. Si se mantiene rigida
la articulacion del pie con el tobillo, el equilibrio se consigue cuando la
vertical del centro de masas de la persona cae sobre la superficie limitada
por los dos pies.

R, R, R, o ‘ RET |
\ﬁj& @ Y M :
| l

mg
a) b) c)
Fig. 4.18. Cuerpo humano apoyado sobre los dos pies, a) con una distribucion simétrica del
peso, b) ladeado hacia la derecha. c) Esquema equivalente de fuerzas.

En efecto, las fuerzas que actan en este caso son el peso de la persona
y las fuerzas de contacto en los dos pies. Podemos razonar sobre la figura
humana directamente o sobre el esquema equivalente de la figura 4.18.c. Si
tomamos como punto respecto del que calcular los momentos de las fuerzas
uno cualquiera sobre la linea vertical que contiene al centro de masas, el
momento de la fuerza debida al peso de la persona es cero y las condiciones
de equilibrio son:

R +R,-mg=0
R1d1 - dez =0
de donde
R = d, R, 4.13)
dl

Siendo d, y d, las distancias entre las rectas que contienen R, y R, y el
centro de masas, respectivamente.



Bioestatica y locomocion 167

La suma de las fuerzas de contacto es siempre igual al peso, pero el valor
de cada una de ellas depende de la posicion del centro de masas respecto
de los pies. Si éste cae exactamente en el centro, las fuerzas de contacto
son iguales y tendremos la misma sensacion de pesantez en cada pie. Si nos
desplazamos lateralmente de forma que el centro de masas cae cerca de uno
de los pies, por ejemplo el 1, la distancia d, se hace menor que la d, y, de
acuerdo con la ecuacion (4.13), la fuerza de contacto sobre ese pie es mayor
que sobre el otro: la sensacion es muy distinta en cada pie. En el limite de este
desplazamiento lateral, cuando la vertical del centro de masas caiga sobre el
pie, la fuerza de contacto R, es igual al peso mientras que la R, se hace cero,
no sentimos pesantez alguna sobre el pie 2 y podemos levantarlo manteniendo
el equilibrio. Si seguimos el desplazamiento hasta que el centro de masas cae
al otro lado del pie 1, no hay forma de compensar los momentos de las fuerzas
y se pierde el equilibrio.

Nos hemos referido en el parrafo precedente al desplazamiento lateral
del centro de masas; veamos ahora lo que ocurre respecto de la situacion
adelantada o retrasada del mismo. El centro de masas de una persona en
posicion erguida esta en un punto cuya vertical cae unos 3 centimetros por
delante de los tobillos. Si éstos no se mantuvieran rigidos gracias a la fuerza
de los musculos que se insertan en el talon a traves del tendon de Aquiles, nos
caeriamos hacia adelante debido al par de fuerzas creado entre las fuerzas de
contacto y el peso.

CM del cuerpo en
posicion erguida

Fig. 4.19. Superficie de sustentacion de los pies.

Mas adelante estudiaremos este tipo de composicion de fuerzas musculares,
pero basta, por ahora, con comprender que si esa articulacion se mantiene
rigida, la fuerza de contacto se aplica en cualquier punto de la planta de los
pies, y no solo en el talon, de forma que se puede compensar el momento de
la fuerza asociada al peso y mantener el equilibrio. Cuando desplazamos el
tronco hacia adelante, el centro de masas del cuerpo se adelanta y podemos
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perder el equilibrio si su vertical cae fuera de la superficie limitada por los
pies. Para evitar esto, de forma automatica las caderas tienden a retrasarse
para mantener al centro de masas dentro de dicha superficie. Si, por ejemplo,
nos ponemos en posicion vertical con los talones y las nalgas pegados a la
pared, estamos impidiéndonos retrasar la parte de las caderas respecto de los
pies. Si, en esa posicion, intentamos llevar el tronco hacia adelante sin doblar
las rodillas, vemos que perdemos el equilibrio inmediatamente.

h ¢
08hE
0.6hf— 06h = 06h F
3 E E M
S = = i i
04hE 04h 04h £ =~
= = = i
- = = I
02hE 02h 02h o]
= - = I
- - — I
= | = 1
B = = i
0 0 E 0 E &1
a) b) <)

Fig. 4.20. a) Persona erguida. b) Al inclinarse con las piernas rectas, retrasa instintiva-

mente las caderas para que el centro de masas caiga sobre la superficie de sustentacion.

¢) Sise inclinara con las piernas rectas sin retrasar la cadera, el centro de masas caeria
fuera de la superficie de sustentacion y la persona perderia el equilibrio.

Mantener el equilibrio mientras nos movemos es dificil y requiere un
control neurolégico complejo y evolucionado, como demuestra el hecho de
que a un nifio le cuesta un afio dominar los mecanismos de coordinacion
nerviosa y muscular necesarios para mantenerse en pie y caminar. Y esta
claro que han tenido que ir apareciendo tras un largo proceso evolutivo. Asi, el
equilibrio de los gusanos es bastante sencillo y también el de los artrépodos,
mientras que es mas dificil en los animales cuadrupedos y todavia mas en los
bipedos.



Bioestatica y locomocion 169
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Gusano Insecto Reptil Cuadrapedo Persona

Fig. 4.21. Equilibrio estatico de distintas categorias de animales.

Los humanos y las aves mantienen el equilibrio apoyandose Gnicamente en
dos extremidades, lo cual es s6lo posible porque la superficie de sustentacion
cubierta por dichas extremidades es bastante grande. Los primates y los 0sos
pueden también mantener una posicion bipeda por la misma razon, pero para
la mayoria de los animales la superficie de contacto de las extremidades con el
suelo es demasiado pequefia como para que puedan mantenerse en equilibrio
a dos patas de forma estable.

Un caballo o una vaca, por ejemplo, mantienen permanentemente la
situacion de equilibrio mientras caminan, ya que sélo levantan una pata en
cada instante y las otras tres delimitan una superficie dentro de la cual cae el
centro de masas del animal. Asi, pueden pararse con una de las patas en el aire
sin gran dificultad, mientras que es mas dificil para una persona mantener el
centro de gravedad sobre la superficie del inico pie de apoyo mientras camina,
lo que implica un ligero bamboleo lateral. Cuando un cuadripedo corre a
gran velocidad, s6lo una o dos de sus patas estan en contacto con el suelo, por
lo que la situacion es de desequilibrio, y el cuerpo tiende a caer hasta que las
patas que estaban en el aire tocan el suelo y recuperan la estabilidad. Se trata
de un fenémeno similar al que ocurre cuando una persona corre.
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Patas traseras

7

Fig. 4.22. Un cuadrdpedo en marcha lenta se apoya sobre tres patas de forma que su centro
de masas cae dentro de la superficie de sustentacion.

Punto de apoyo

™~

Fig. 4.23. Persona en carrera.

La posicion de carrera es tal que el centro de masas cae fuera de la
superficie de sustentacion y se crea necesariamente un par entre el peso y la
fuerza de contacto del pie con el suelo que hace que el cuerpo bascule, aunque
la basculacion sélo dura hasta que el otro pie se apoya en el suelo. Al avanzar
el tronco y adelantarse la pierna contraria, se repite la misma situacion y asi
mientras dura la carrera. Durante el movimiento rapido se van sucediendo,
por tanto, periodos de inestabilidad transitoria.

Los animales de pies pequefios, como los artropodos, tendrian muchas
dificultades para mantener el equilibrio con so6lo dos patas en el suelo debido
a que la superficie que delimitan es practicamente una recta. Ademas, al ser
muy ligeros, cualquier soplo de viento o irregularidad del terreno haria que la
vertical de su centro de masas cayera fuera de la superficie de sustentacion.
Como consecuencia de estas limitaciones, los insectos siempre mantienen tres
de sus seis patas sobre el suelo formando un tripode. En realidad organizan
sus seis patas en dos tripodes, uno de los cuales esta siempre en contacto con
el suelo proporcionando una amplia superficie triangular sobre la que cae el
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centro de masas. Ademas, para aumentar la estabilidad, las patas no caen
verticalmente desde el térax, sino que se doblan hacia afuera.

Fig. 4.24. a) Marcha de un insecto. El tripode formado por las tres patas en linea gruesa es
el que esta en contacto con el suelo.
b) Un caprido en equilibrio sobre una diminuta superficie de sustentacion.

Hay animales, como las cabras, que tienen un sistema muscular y neuroldgico
de equilibrio muy perfeccionado, lo que les permite mantener la vertical del
centro de masas justo sobre la pequefia superficie que forman sus extremidades
cuando estan muy juntas. De ahi sus conocidas habilidades como equilibristas.
En concreto, el oredtrago saltador (Oreotragus oreotragus), que vive en las
montafias de Africa oriental, puede saltar y caer juntando sus pezufias en el
espacio de apenas una moneda y mantener el equilibrio en estas circunstancias,
una habilidad extremadamente valiosa en un entorno agreste y rocoso.

4.1.8 La palanca

Una palanca es un sistema formado por una varilla rigida apoyada en un
pivote sobre la que actian dos fuerzas, a las que normalmente se les asigna
el caracter de peso y fuerza externa necesaria para contrarrestarlo, con
momentos de signo contrario respecto del punto de contacto entre pivote y
varilla. Cuando los momentos se cancelan exactamente, el sistema esta en
equilibrio. Dependiendo de la posicidn relativa entre los puntos de aplicacion
de las fuerzas y el punto de apoyo se distinguen tres casos de palanca:

1. En la palanca de primer género el punto de apoyo esta entre los puntos
en los que se aplican las dos fuerzas.
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Fy = mg

F

a) b)

Fig. 4.25. a) Palanca de primer género. b) Extension del brazo por la accion del triceps que
tira del extremo del cubito.

En el equilibrio, las sumas de fuerzas y de momentos deben anularse.
Tomaremos los momentos de las fuerzas respecto del punto de apoyo, F, = mg
es el peso de un objeto situado en uno de los extremos, F, es la fuerza vertical
hacia abajo que hay que hacer para mantenerlo en equilibrio, y R es la fuerza
de contacto sobre la varilla en el punto de apoyo sobre el pivote, segun la
disposicion de la figura 4.25.a. No prejuzgaremos en este ejercicio y en los que
siguen el signo de R, sino que saldra como resultado de los calculos:

R-F-mg=0
Fd,—mgd, =0
d
F =mg-=
1 gdl

Si d, es mayor que d,, hay que hacer una fuerza superior al peso del cuerpo
para mantener el equilibrio o moverlo hacia arriba, pero, a cambio, se puede
generar un desplazamiento mayor de dicho peso. Es el caso de la extension
del brazo por medio del triceps braquial contra un peso situado en la mano
(ver la figura 4.25.b). Si, por el contrario, d, es menor que d, la fuerza nece-
saria para mantener el equilibrio o mover el peso es menor, pero también lo
es el desplazamiento producido.
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2. En la palanca de segundo género, el peso esta entre el punto de apoyo
y la fuerza, en este caso vertical hacia arriba. La expresion que da la fuerza
es la misma que en el caso anterior, y como d, es siempre mayor que d,, se
sigue que la fuerza F, es menor que el peso del cuerpo, pero el desplazamiento
generado es pequefio.

" +——d, —*R F
1 ] 1‘ .
YA
a) b)
A J
Fy=mg F,— mg

Fig. 4.26. a) Palanca de segundo género. b) Extension plantar del cuerpo.

Un ejemplo de palanca de segundo género es la extension plantar del pie
(ver la figura 4.26.b).

3. En la palanca de tercer género es la fuerza aplicada la que se encuentra
entre el punto de apoyo y el peso. La fuerza que hay que hacer es, en este caso,
mayor que el peso debido a que d, es siempre menor que d, pero se genera una
gran movilidad.

F,=mg

a) b)

Fig. 4.27. a) Palanca de tercer género. b) Flexion del brazo por la acciéon del biceps
braquial sobre el radio.
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Un ejemplo es la flexion del brazo por medio del biceps braquial, tal como
se muestra en la figura 4.27.b, que veremos con detalle mas adelante.

4.1.9 Equilibrio estable e inestable

Cuando se aparta ligeramente un cuerpo de su posicion de equilibrio,
el momento de las fuerzas que actuan sobre él hace que se mueva, pero
dependiendo del sentido del movimiento, el cuerpo puede volver a su posicion
de equilibrio inicial o puede alejarse de ella. En el primer caso, se dice
gue el equilibrio es estable y en el segundo, inestable. Un lapiz en posicion
vertical esta en equilibrio inestable porque al desviarlo ligeramente el centro
de masas caeréa fuera de la base de sustentacion, debido a la pequefiez de ésta,
y el movimiento asi iniciado alejara al lapiz de la posicion inicial.

Un objeto con una mayor base de sustentacion, por el contrario, es tal que
el momento generado tiende a restaurar el equilibrio. Hay también dispositivos
que, debido a su peculiar estructura de masas, tienen una gran estabilidad a
pesar de su pequefia superficie de sustentacion, como el juguete de la figura
4.28, en el que el centro de masas se situa por debajo del punto de apoyo y
el momento que se genera al separarlo de la posicion de equilibrio tiende a
restaurar dicha posicion.

Fig. 4.28. Juguete con un centro de masas situado por debajo del punto de apoyo, lo que
asegura su estabilidad.

En las personas, la posicién del tronco erguido no es la mas adecuada
para mantener el equilibrio sobre las caderas con facilidad. El centro de
masas de la cabeza, el tronco y extremidades superiores esta situado en el
pecho, a unos 35 cm por encima de las caderas y es necesario un sistema
muscular y neuroldgico complicado que regule continuamente la posicion de
la columna.
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Fig. 4.29. a) El centro de masas del tronco, cabeza y brazos de una persona esta por
encima del punto de apoyo del tronco sobre las extremidades inferiores. b) El centro de
masas del cuerpo de un ave esta por debajo del punto de apoyo del tronco sobre las extremi-
dades inferiores.

Por el contrario, las aves, que se mantienen también sobre dos extremidades,
han evolucionado durante mas de cien millones de afios y poseen una
distribucion de masas que hace mas facil su equilibrio. En efecto, el centro de
gravedad del cuerpo, cabeza y alas esta situado por debajo de las caderas, de
forma que “cuelga” de éstas, en lugar de estar apoyado desde encima, como
en el caso de los humanos. El equilibrio de las aves es, por lo tanto, méas
sencillo de mantener y requiere de menos sofisticacion neurologica.

4.2 Bioestatica
4.2.1 Las extremidades superiores

Consideraremos en este capitulo las condiciones que deben cumplirse
para que los cuerpos humanos o de otros animales, o algunas de sus partes, se
mantengan en equilibrio bajo la accion del campo gravitatorio terrestre. Los
principios que deben aplicarse son los generales del equilibrio desarrollados
anteriormente, pero lo caracteristico en la bioestatica es la necesidad de
determinar los puntos y angulos de insercion de los distintos muasculos
generadores de fuerza en los segmentos 0seos.

Empezaremos por un caso sencillo. Veamos el conjunto de fuerzas que es
necesario poner en juego para mantener un brazo horizontal.
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R

mg

Fig. 4.30. Brazo en posicion horizontal por la accion del masculo deltoides que tira del
hdmero con una fuerzaT.

En este caso, el brazo se mantiene rigido y sobre él acta la gravedad, que,
como sabemos, puede considerarse aplicada sobre su centro de masas. Por
otro lado, el musculo deltoides parte de la clavicula y escapula y se inserta
en el humero formando un cierto angulo y tirando de €l para mantenerlo
en posicion horizontal. La cabeza del himero, por su parte, se inserta en la
escapula y genera una fuerza de contacto de ésta. Es importante, en todos
los ejercicios de bioestatica, identificar la parte del cuerpo cuyo equilibrio
se quiere estudiar y tener en cuenta unicamente las fuerzas que actian
sobre dicha parte. En este caso, las fuerzas sobre el brazo son: su peso,
aplicado en el centro de gravedad, la tension del deltoides, aplicada en el
punto de insercion, y la fuerza de contacto de la escapula, aplicada sobre la
cabeza del humero. Llamando T a la fuerza ejercida por el deltoidesy R a la
fuerza de contacto, las condiciones de equilibrio son:

>F=T+R-mgu, =0
ST =rxT+r,x(-mgu,) =0
donde hemos tomado los momentos de las fuerzas respecto del extremo del
hamero sobre el que pivotaria el brazo en caso de girar y escogido como eje
Y la direccidn vertical con sentido positivo hacia arriba. Escribiendo ahora las

ecuaciones precedentes en componentes, resulta:

> F, =-Tcosa+R, =0

D F, =Tsena-mg+R, =0
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DT, =rT sena —r,mg sen90° =0

Puesto que Fl E y 9u, son vectores contenidos en el plano XY, el
momento de las fuerzas estara dirigido segun el eje Z; de ahi que la ecuacion
para el momento total de la fuerza se reduzca a la componente z. Justamente,
de esta tercera ecuacion podemos encontrar la fuerza con la que el deltoides
tiene que tirar. Tomando la masa del brazo, m = 3,5 kg, su longitud igual a
75 cm, la distancia del centro de masas al punto fijo, r, = 30 cm, el punto de
insercion del hdmero, r, = 14 cm y el angulo de insercion, a = 15° tenemos
que:

. 0,30x3,5x9,8 _
0,14 xsen15°

284N

Obsérvese que para sostener el brazo con una fuerza en vertical haciaarriba
aplicada al centro de masas, bastaria con que ésta fuera de 3,5 x 9,8 = 34 N.
El hecho de que el deltoides tenga que hacer una fuerza ocho veces mayor se
debe a la distancia y &ngulo de insercidn, determinados por la necesidad que
tiene el musculo de apoyarse en el resto de la estructura 6sea. Las componentes
de la fuerza de contacto pueden obtenerse ahora a partir de las dos primeras
ecuaciones:

R, =Tcosa ~ 274N
R, =-T sena +mg ~ —39N

R
tg0 = 2L =-0,14
RX
Dicha fuerza esta, por lo tanto, dirigida hacia abajo, con un angulo de
inclinacion 9 = —8°.

Consideremos ahora el caso en el que se pone un objeto de masa M en
la mano, lo que implica que su centro estard a unos 70 cm del extremo del
hamero. Podemos rehacer el célculo para una posicion de equilibrio horizontal
de forma muy simple.
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g

Fig. 4.31. Brazo en posicion horizontal con un peso en la mano.

_0,30%x3,5%x9,8+0,70xM x9,8
0,14 xsen15°

T =284+189xM N

Es decir, para unamasa de unos 5 kg, la fuerza que tiene que hacer el deltoides
es de 1.229 N, de nuevo muy superior a la que seria necesaria para mantener
brazoy peso con una fuerza vertical hacia arriba aplicada en el centro de masas
del sistema. Las componentes de la fuerza de contacto son, por su parte:

R~ LIS7N
R, ~-235N

Veamos ahora la fuerza que tiene que hacer el biceps para mantener
horizontal el antebrazo con un peso en la mano, estando el himero en posicion
vertical. El biceps es el musculo flexor de la articulacion del codo y puede
actuar contrayéndose y moviendo el antebrazo para levantar un peso.
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Fig. 4.32. a) Brazo en angulo recto sujetando un peso gracias a la fuerza generada por el
biceps. b) Esquema de fuerzas en presencia.

El biceps esta sujeto a la escapula, en el hombro, y se inserta en el radio,
mientras que el triceps, que es el antagonista del biceps, se inserta en el
cubito y, cuando se contrae, extiende el antebrazo. El punto de insercion del
biceps es muy proximo a la articulacion del codo, apenas 3 cm, por lo que
el angulo de insercion es casi recto. Notese que en la aproximacion en que
este angulo sea exactamente de 90°, la fuerza de contacto, en el codo, es
vertical hacia abajo, ya que no seria posible conseguir cancelar las fuerzas si
tuviera una componente horizontal. Tomando momentos respecto del punto
de articulacion y suponiendo que la masa del antebrazo es mucho menor que
la del cuerpo que se esta sujetando, las ecuaciones de equilibrio son las de la
palanca de tercer genero:

R+T-Mg =0
Td —MgL =0

De la segunda ecuacion obtenemos la tensién que debe mantener el
biceps:

T:Mg% (@.14)

Y como L > d, lafuerza con que el biceps debe tirar del radio es mucho
mayor que la del peso sujeto en la mano. Para las personas, L es del orden de
unos 35 cm y d de unos 3 cm, por lo que:

T leMg

Como ya sabemos, la fuerza que puede desarrollar un masculo por unidad de
seccion es aproximadamente la misma para todos los animales. Asi, la tension
maxima esta dada por su seccion y, a partir del valor de ésta, puede calcularse el
peso maximo que puede sostener, es decir, invirtiendo la ecuacion (4.14):
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Mg=T d (4.15)

L
Una persona sin entrenamiento especial puede tener un biceps cuya seccion
maxima sea un circulo de unos 8 cm de diametro, lo que implica un area de
unos 50 cm*. Como la fuerza méaxima por unidad de seccion desarrollada por
los masculos esqueléticos de los vertebrados es del orden de 30 N/cm?, un
biceps de este tamafio puede tirar del radio con una fuerza de unos 1.500 N,

de donde:
Mg z1.500><i =129N
35

lo que permite sujetar un objeto de unos 13 kg. Una persona con entrenamiento
especifico puede llegar hastalos 7.000 N de fuerza en sus biceps, esencialmente
aumentando su seccion hasta duplicar el diametro de un biceps normal (piénsese
en el didmetro de brazos y muslos de deportistas como los levantadores de
peso o los esquiadores de descenso). Para este supuesto, la fuerza maxima
que se puede desarrollar es de unos 600 N, es decir, se puede mantener en
contraccion isometrica hasta un peso del orden de 60 kg.

La ecuacion (4.15) expresa también la relacion entre la fuerza maxima que
puede desarrollar un miembro para mover o sujetar pesos y su longitud L.
Cuanto mayor sea ésta, mas pequefio es el cociente d/L y menor es la fuerza.
Asi, los animales con extremidades largas suelen ser débiles aunque sean
muy veloces. Por el contrario, los animales que necesitan manejar pesos,
como lamayoriade los felinos, que deben abatir y transportar a sus presas,
no pueden tener miembros muy largos. L es mas bien pequefiay T mas bien
grande o, en otras palabras, sus patas son mas bien cortas y fuertes.

4.2.2 La cadera y las piernas

Consideremos, en primer lugar, el equilibrio de una persona en el plano
frontal, es decir, respecto de giros laterales. Como ya vimos antes, cuando
una persona esta erguida, en reposo, descansando simétricamente sobre los
dos pies, la vertical del centro de gravedad cae sobre un punto equidistante
de ambos pies y la fuerza de contacto del suelo es la misma en cada uno de
los dos e igual a la mitad del peso del cuerpo. Cuando hay un desplazamiento
lateral, la vertical del peso también se desplaza lateralmente y, en el limite, el
cuerpo se apoya sobre uno de los pies. Supongamos que una persona levanta
el pie izquierdo y se apoya Unicamente en el derecho. El centro de masas del
conjunto del tronco, cabeza, extremidades superiores y pierna izquierda, es
decir, todo el cuerpo menos la pierna derecha, esta ligeramente desplazado
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una distancia d a la izquierda del eje de simetria del cuerpo (es decir, a la
derecha en la figura 4.33, ya que se ve a la persona de frente).

Fig. 4.33. Equilibrio del cuerpo humano sobre un pie. La masa del tronco, brazos, cabeza y
pierna izquierda es de 63 kg, mientras que la masa de la pierna derecha es de 12 kg.

Estudiamos el equilibrio del cuerpo en conjunto, por lo que la Gnica fuerza
de contacto, ejercida por una superficie solida externa, es la del suelo sobre el
pie derecho, que se aplica en la superficie de apoyo y va dirigida hacia arriba.
Supongamos que la persona pesa 75 kg, que cada una de sus piernas pesa
12 kg y que al apoyarse sobre el pie derecho, el centro de masas de la pierna
derecha se encuentraa 7 cm a la derecha de la vertical del eje de simetria del
cuerpo. Las condiciones de equilibrio para que el cuerpo no pivote sobre el
pie son:

> F=-63g-12g+R=0
DT =12x0,07-63xd =0

de donde;
R =759 = 735N

d=1,3cm
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La fuerza de contacto del suelo, R, resulta igual, en modulo, al peso total
del cuerpo, como era de esperar.

Consideremos ahora las condiciones de equilibrio sobre la pierna derecha de
la parte superior del cuerpo, que puede pivotar sobre el punto de contacto entre la
caderay la cabeza del fémur a causa de la asimetria de la posicion y la tendencia
a girar hacia la izquierda (hacia la derecha en la figura 4.34) debido a que el pie
de ese lado no esta apoyado en el suelo. Consideremos, por lo tanto, el juego de
fuerzas que actlan sobre esta parte del cuerpo (todo menos la pierna derecha).
Por un lado, esta su peso, cuya linea de accién hemos visto que se encuentra 1,3
cm desplazada a la izquierda del eje de simetria. Para evitar el giro lateral, el
glateo mayor, que une el femur y los huesos que forman la cadera, tira de ésta
hacia el trocanter mayor, que es la protuberancia mas externa del fémur, con una
fuerza T que forma un angulo con la horizontal que los estudios anatémicos y de
rayos X han mostrado ser de unos 60° respecto a la horizontal.

¥

I I ‘1.3 cm

63 kg 63 kg

a)

Fig. 4.34. a) Equilibrio del cuerpo apoyado sobre la pierna derecha.
b) Juego de fuerzas que impiden la rotacion sobre la cabeza del fémur.

El equilibrio se mantiene, finalmente, gracias a la fuerza de contacto, R,
entre la cabeza del fémur y el alveolo semiesférico en el que ésta encaja,
Ilamado acetébulo, en la conjuncion de los tres huesos de la cadera (ilion,
isquion y pubis).
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Fig. 4.35. a) Fémur. b) Cadera.

El punto de aplicacion y la direccion de esta fuerza se conocen
aproximadamente a partir de la estructura désea de la cabeza del fémur,
cuyo crecimiento y conformacion dependen de la direccion e intensidad de
las fuerzas que necesita soportar. En concreto, el punto de aplicacion esta a
unos 10 cm en horizontal del eje de simetria y a unos 7 cm en horizontal del
trocanter mayor, segin puede verse en la figura 4.34.b. Escribiremos ahora las
condiciones de equilibrio, calculando los momentos respecto del punto en el
que se aplica la fuerza de contacto, que seria el centro de giro:

> F, =-Tcos60°+R, =0
D> F,=-Tsen60° +R, —63g =0

DT, =Tx0,07sen60° —63gx0,113=0

De la altima ecuacién se sigue que la fuerza con que hay que tirar del
pubis es:

T=1151N
y la fuerza de contacto es:
R, =575N (4.16)
R, =1.614N @.17)

R=R?+R? =1.713N (4.18)
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La fuerza de contacto que soporta la cabeza del fémur es muy grande,
mas del doble del peso del cuerpo, segiin puede verse en la expresion (4.18),
debido a que debe compensar el peso que gravita sobre dicho punto y la
fuerza muscular para mantener el equilibrio, estando ambas dirigidas hacia
abajo; de ahi la gran componente vertical positiva de R. Cuando el cuerpo esta
reposando en posicion simétrica sobre ambos pies, desde el punto de vista
del equilibrio en el plano frontal, no se necesita ninguna fuerza muscular y
la fuerza de contacto sobre cada uno de los fémures es simplemente la mitad
del peso del cuerpo menos las piernas, en este caso 250 N, casi siete veces
menos gque cuando se apoya sobre un solo pie. La diferencia entre las fuerzas
que tiene que soportar la cabeza del fémur cuando se esta apoyado sobre los
dos pies y cuando, al caminar, solo hay un pie de apoyo, es enorme, aunque
puede absorberla perfectamente, asi como las fuerzas todavia mayores que se
generan durante la carrera.

Observacion. La fuerza de contacto que tiene que soportar la cabeza del
fémur (igual y de sentido contrario a la R de las ecuaciones (4.16-17)) apunta
hacia abajo formado un angulo a con la vertical tal que:

R
tga = —*=0,36
J R

y

es decir, de unos 20°. Pues bien, observaciones detalladas con rayos X han
permitido concluir que la direccion de esta fuerza coincide exactamente con
la del cuello del femur. Los ejes de la trabécula esponjosa que forman el
cuello y la cabeza del fémur son la prolongacion de la linea de aplicacion de
la fuerza, como se ve en la figura 4.36, lo que sugiere que el crecimiento de
este hueso esta dirigido, al menos parcialmente, por la fuerza que se aplica
sobre él.

La cabeza del féemur esta protegida por una cubierta llamada epifisis,
sujeta rigidamente a la estructura ésea. A lo largo del crecimiento de una
persona, la direccion de la fuerza sobre el fémur cambia ligeramente, lo
que implica un cambio en la direccion del cuello y también en la epifisis,
siempre perpendicular a dicha fuerza, ya que, en caso contrario, habria una
componente tangencial que tenderia a hacer deslizar el acetabulo sobre la
cabeza del fémur.
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Fig. 4.36. Ejes de la trabécula del cuello del fémur, direccion de la fuerza de contacto con
el acetabulo y epifisis de la cabeza del fémur.

En el caso de que los masculos que unen el trocanter mayor y la cadera
resulten inutilizados, la Unica forma de mantener el equilibrio al andar es que
el centro de gravedad del cuerpo menos la pierna de apoyo caiga en vertical
sobre ésta, ya que, entonces, la simple fuerza de contacto en la cabeza del
fémur basta para contrarrestar el peso. La persona afectada por esta enfer-
medad muestra lo que se conoce como paso antalgico, que es una peculiar
forma de caminar en la que hay una inclinacion hacia el lado del mdsculo
paralizado, para conseguir que todo el peso caiga en vertical sobre la cabeza
del féemur. La consecuencia es que la epifisis tiende a desplazarse hacia la
posicion horizontal para quedar perpendicular a la fuerza de contacto y el
cuello del fémur tiende a crecer verticalmente y no con la inclinacion normal
de 20°, lo que, a su vez, implica que la longitud total de ese fémur es superior
a la del otro, por lo que la pelvis esta permanentemente inclinada y repercute
en deformaciones de la columna.

4.2.3 El tronco y la columna

Veamos ahora la columna vertebral y el equilibrio respecto de giros fron-
tales. La columna no es una estructura rigida ni rectilinea, sino que esta for-
mada por un conjunto de segmentos, las vértebras, dotadas de la capacidad de
cierto movimiento relativo y dispuestas a lo largo de una linea que presenta
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tramos curvos. Sin embargo, a los efectos de estudiar su equilibrio, podemos
considerarla como una estructura rigida y aproximadamente rectilinea con
un ensanchamiento en su parte inferior, el sacro, cuyas dos protuberancias
laterales se encastran en el hueso de la cadera formando una articulacion
en bisagra que permite el movimiento hacia adelante y hacia atras (ver la
figura 4.35.b).

Vista posterior

5* vértebra lumbar
Cadera

Sacro

Fig. 4.37. Articulacion de la columna vertebral con la cadera.

Cuando una personase inclina hacia adelante, el peso del tronco y la cabeza,
y la carga que pueda soportar con los brazos, la harian girar si no fuera porque
los masculos de la espalda, principalmente los musculos sacroespinales, tiran
de la columna desde la cadera. Dichos musculos se insertan, en su parte
inferior, entre el ilion y la parte inferior del sacro y, en su parte superior, a
las apofisis espinosas de las vertebras lumbares y toracicas. En promedio, su
accion puede aproximarse por un Gnico muasculo que se inserta en un punto
situado aproximadamente a unos 2/3 de su longitud, con un angulo de unos
10° con el eje de la columna. El centro de gravedad del tronco, los brazos
y la cabeza, cuya masa total es m, se sitia también alrededor de ese punto,
mientras que la carga M que se sujeta con las manos se aplica a lo largo de
la linea vertical que pasa por los hombros. El conjunto de fuerzas que acttian
sobre la columna cuando el cuerpo se inclina un angulo « con la vertical
puede verse en la figura 4.38. En el Ejercicio 4.17 se resuelven las condiciones
de equilibrio.
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Fig. 4.38. Equilibrio de un cuerpo inclinado sujetando un peso.

Como puede verse en la solucion de dicho Ejercicio, la fuerza de contacto
esta dirigida casi en la direccion de la columna y su valor es también muy
grande. Tanto la tensién que mantienen los musculos de la espalda como
la fuerza de contacto que soporta el sacro contra la cadera serian, por lo
tanto, suficientes para sostener un peso de unos 370 kg. Toda esta fuerza es
también la que soporta la ultima vértebra, la quinta lumbar, sobre el sacro,
disminuyendo en las otras vértebras a medida que su posicion es mas elevada.
De ahi la frecuencia de las lesiones sobre la quinta lumbar como consecuencia
de levantar o cargar pesos con la espalda flexionada.

4.3 Lalocomocion en los animales
4.3.1 La marcha y la carrera

Estudiaremos en esta seccion el desplazamiento de distintos animales
terrestres. EI movimiento se debe al impulso de las extremidades sobre el
suelo en direccion contraria a la marcha sélo posible gracias a la existencia
de rozamiento entre las dos superficies (suelo y extremidad). Si la marcha es
regular, a velocidad constante, se compone de una serie de pasos de la misma
longitud y frecuencia. Entendemos por longitud de paso la distancia entre
dos puntos de apoyo sucesivos de una misma extremidad. Para una per-
sona andando, la longitud de paso (SL, de stride length) es el doble de la
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distancia que hay entre los dos pies cuando estan ambos en contacto con
el suelo, es decir, dos zancadas. Cuando se camina, la longitud de paso es de
unos 1,80 m, mientras que un corredor de 100 metros tiene una longitud de
paso de unos 4,40 m, que corresponde a una zancada de 2,20 m. Entendemos
por frecuencia de paso el nUmero de pasos por segundo, que, para una persona,

es la mitad del nimero de apoyos de ambos pies por segundo. Un corredor de

100 m da 100 ~ 46 zancadas, que equivale a 23 pasos. Si completa la carrera

en 10 s, entonces la frecuencia de paso es de 2,3 pasos por segundo.

Llamamos factor de trabajo de un pie a la fraccion del tiempo en que
ese pie esta en contacto con el suelo en relacion con la duracién del paso.
Para una persona caminando a velocidad constante, el factor de trabajo es del
orden de 0,6, lo que quiere decir que durante el 60 % del tiempo de paso el pie
esta en contacto con el suelo. Por lo tanto, sumados los tiempos en que alguno
de los dos pies esta en contacto con el suelo resulta 1,2, 0 120 % de la duracion
de un paso. Este resultado quiere decir que durante un 20 % de la marcha los
dos pies estan en contacto con el suelo. Por el contrario, cuando una persona
corre, su factor de trabajo es del orden de 0,3, lo que implica que durante el
40 % del tiempo ambos pies estan en el aire (que resulta de restar al 100 % de la
duracién de un paso el 60 % en el que alguno de los pies esta en contacto con el
suelo, suponiendo que, en carrera, nunca lo estan los dos simultdneamente). En
general, llamamos carrera a una sucesion de pasos con factores de trabajo
inferiores a 0,5 (hay un intervalo de tiempo en el que ambos pies estan
en el aire) y marcha cuando el factor de trabajo es superior a 0,5 (hay un
intervalo de tiempo en el que ambos pies estan sobre el suelo).

Un animal que corre y, por lo tanto, pasa por momentos en los que todas las
extremidades estan en el aire, no esta en equilibrio, como tampoco lo esta cuando
una sola de ellas esta en contacto con el suelo, sea marchando o corriendo. Las
desviaciones del equilibrio se van corrigiendo mediante apoyos sucesivos de
las extremidades, pero si el animal mueve lentamente sus musculos, como en
el caso de la tortuga, puede no tener tiempo de recobrar el equilibrio antes de
caerse, por lo que éste necesita preservarse en todos los instantes de la marcha.
Una persona 0 un ave, que tienen los pies grandes, se mantienen en equilibrio
sobre dos extremidades y, con algo méas de esfuerzo, también sobre una, pero
los animales de pies pequefios necesitan, para estar en equilibrio, tener al menos
tres de ellos sobre el suelo formando un tridngulo que contenga la vertical
del centro de gravedad. Asi, un animal lento se desplaza moviendo una sola
extremidad a la vez y dejando que las otras tres mantengan el equilibrio, tal y
como puede verse en la figura 4.39.
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Fig. 4.39. Desplazamiento de un cuadripedo manteniendo su centro de gravedad siempre
sobre la superficie de sustentacion. Alexander (1982).

Un movimiento asi implica que cada pie esté en contacto con el suelo al
menos las tres cuartas partes de la duracion del paso, es decir, el factor de
trabajo debe ser de 0,75 como minimo. Cuanto mayor sea este factor mas lenta
es la marcha pero también el equilibrio es més estable. Los insectos, como
ya indicamos en la seccion 4.1.8, tienen siempre tres de sus seis patas sobre
el suelo para asegurar el equilibrio, lo que implica que el factor de trabajo es
superior a 0,5, mientras que para las tortugas es del orden de 0,8.

4.3.2 La marcha y la carrera en los humanos
Marcha

Veamos la marcha de los humanos con un modelo muy sencillo, Ilamado
de péndulo invertido, en el que se considera que las piernas permanecen rectas
mientras caminan, algo bastante proximo a la realidad. El centro de masas
de la persona y cualquier punto del tronco o la cabeza describen arcos
de circunferencia de radio igual a la longitud de la pierna, subiendo y
bajando, tal y como se aprecia en la figura 4.40.

Fig. 4.40. Esquema de la marcha de una persona.

Cuando una de las piernas esta en posicion vertical, tal como se esquematiza en

la figura 4.41, el centro de masas se esta moviendo con una aceleracion centripeta,
2

dirigida hacia el punto de apoyo del pie, igual a VI_ donde v es la velocidad

de desplazamiento y | es la longitud de la pierna. Al no estar el pie pegado ni
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enganchado al suelo, el caminante no puede tirar de él e imprimirse un aceleracion

hacia abajo distinta de la gravedad. Por lo tanto, la aceleracion centripeta no puede
ser en ningun caso superior a la gravedad, de donde se sigue que:

2

o

v<,lIxg 4.19

Tomando ahora una longitud de pierna de 85 cm, resulta que la velocidad
méaxima a la que se puede caminar es de unos 2,9 m/s, que es una marcha
bastante rapida (unos 10,4 km/h). Los marchadores de competicion llegan hasta
los 4 m/s utilizando una técnica que, mediante movimientos exagerados de la
cadera acompasados con el movimiento de las piernas, nivela el desplazamiento
de la parte superior del cuerpo, con arcos menos pronunciados, lo que implica
que el radio de curvatura efectivo de dichos arcos es superior a la longitud de
la pierna y, en consecuencia, de acuerdo con la expresion (4.19), la velocidad
maxima es también superior.

Transicién marcha-carrera

Si una persona quiere moverse mas rapido no puede ya caminar, sino que
tiene que romper a correr. La velocidad de transicion de la marcha a la carrera
es en los adultos de unos 2 m/s, proxima a la velocidad maxima deducida
en la ecuacion (4.19). Los nifios, con una longitud de pierna menor, deben
empezar a correr a velocidades menores. Una consecuencia de la existencia
de este limite a la velocidad de marcha es que en un medio con gravedad
distinta, la velocidad de transicion también es distinta. Asi, en la Luna, con
una aceleracion de la gravedad de 1,6 m/s?, la velocidad limite es tan s6lo de
1,2 m/s, lo que explica el llamativo movimiento a saltos de los astronautas
sobre la Luna incluso a velocidades muy moderadas.

La transicion marcha-carrera y la velocidad Optima durante la marcha
vienen determinadas por una cantidad sin dimensiones llamada nimero de
Froude, que se define como:

N, = —— (4.20)

De las ecuaciones (4.19) y (4.20) se obtiene que, durante la marcha, N_ < 1.
En realidad, la transicion suele darse, en la mayoria de los animales, para
N, = 0,7 ~ 0,8, lo que puede entenderse con el modelo del péndulo invertido a
que hemos hecho referencia anteriormente.
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Fig. 4.41. a) Péndulo invertido. Dependiendo de la velocidad, el extremo superior de la
extremidad caerd a una distancia inferior o superior a su propia longitud. En este tltimo
caso, la base del péndulo (el pie) debe desprenderse del suelo y estaria en situacion de
carrera. b) La longitud de zancada es del orden del doble del alcance en caida libre del
extremo superior de la extremidad.

En efecto, consideremos el punto de insercion en la cadera de la extremidad,
que esta a una altura sobre la horizontal, I, igual a su longitud. Ese punto se
mueve a una velocidad v y esta unido al pie por una varilla (la extremidad) de
longitud fija. Si su movimiento en el campo gravitatorio es tal que la distancia
en horizontal del punto de caida a la posicién que ocupaba el pie inicialmente
es igual o menor a la longitud de la extremidad, entonces el extremo inferior
de ésta no necesita desprenderse del suelo, tal como se muestra en la figura
4.41.a. Si, por el contrario, la velocidad v es tan grande que dicha distancia es
superior a la longitud de la extremidad, entonces ésta debe despegar del suelo
antes de que la otra se apoye, pasandose al régimen de carrera. Recordando
la ecuacion (1.14), que nos da la trayectoria parabodlica de un cuerpo en el
campo gravitatorio terrestre, y sustituyendo los valores y, = I, v, =v,v =0,
tendremos:

2

y:|_lgx_
27 V2

y el alcance maximo x,, sera la abscisa del punto de la trayectoria con'y = 0,

es decir:
. = 2Iv®
"N g

La transicion marcha carrera tendra lugar cuando x,, = |, es decir:
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2Iv?
g

I
~

N, =——~——=07

r \/a \/E

que es el resultado observado para la mayoria de los animales. En el caso de
los humanos, ese valor corresponde a los 2 m/s aproximadamente.

La longitud de paso A sera igual al doble del alcance maximo x,,, como
puede verse en la figura 4.41.b. Se tiene, por lo tanto, la siguiente relacion:

A= 2Xy

2
%zZXI—M=2\/§ V—Izz\/ExNFr
g

Experimentalmente se observa una relacion de proporcionalidad aproxi-
mada entre la longitud de paso, medida en unidades de la longitud de la
extremidad, y el nimero de Froude, con una constante de proporcionalidad
del orden de 2,5, muy cerca de la obtenida en la expresion anterior. Como
el nimero de Froude que marca la transicion entre carrera y marcha es del

1 . . L.
orden de —, el cociente i resulta ser del orden de 2 en dicha transicion,

tal y como se ha observado experimentalmente en multitud de animales (ver
la figura 4.42).

I | |

w
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-

i

Carrera, trote
o balanceo -,
L )
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“N Medio galope
|0 galopcl

0.2 0.5 1 2 5 AT

Longitud de zancada/altura
de la cadera A/

Fig. 4.42. Razdn entre la longitud de zancada y la altura de la cadera en funcién del
ntmero de Froude. Alexander (1977).

i A . : . :
El cociente — puede estimarse para los dinosaurios a partir de las huellas
encontradas (longitud de paso) y los esqueletos fosilizados (longitud de la
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extremidad), resultando que, salvo en los mas pequefios, su valor se encuentra
siempre por debajo de 2, lo que sugiere que marchaban en lugar de correr.
A esta misma conclusion se llega mediante razonamientos basados en la

energética del movimiento. En realidad, es posible medir el cociente T a

partir inicamente de las huellas dejadas por los dinosaurios, ya que la longitud
de paso se mide directamente como la distancia entre huellas sucesivas
del mismo pie y se observa empiricamente que la altura de la cadera es
proporcional al tamafio longitudinal de la huella del pie, con un factor del
orden de 4. Es decir:

| ~ 4H 4.21)

siendo H la longitud del pie. Algunos autores proponen coeficientes algo
distintos, por ejemplo | = 4,6H para los dinosaurios pequefios (H < 0,25m) y
| = 5,7H para los grandes (H > 0,25m). Una vez obtenido el cociente a partir
de las huellas, es posible calcular su velocidad de desplazamiento:

11

v:i\/aizﬁgzrm 4.22)

22 | 4

La expresion precedente reproduce bastante bien las relaciones entre
velocidad, longitud de paso y altura de las caderas en experimentos con
animales. Sin embargo, estos experimentos muestran empiricamente que es
posible aproximar mejor los resultados con una expresién parecida en la que el
coeficiente constante se sustituye por una funcion sencilla de A , en particular

la siguiente: |

A0 11 1
v=0,25 2| g2l 21 =0,25g2 AL (4.23)
|

0,67
Notese que 0,25 % toma un valor que no se diferencia mucho de

1 ., . .,
m en la transicion marcha-carrera. La velocidad de marcha méas cémoda

es menor que la de transicion con la carrera, alcanzandose en la mayoria
de los animales cuando el nimero de Froude vale 0,3-0,5, es decir, unos
0,9 m/s-1,4 m/s en el caso de los humanos, que es un intervalo que cubre
desde la velocidad normal de paseo hasta una velocidad de marcha bastante
exigente.

Despejando ahora la velocidad de (4.20):
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V=NFrX\/a

podemos estimar la velocidad de transicion marcha-carrera y la velocidad
Optima de marcha en el caso de aceleraciones de la gravedad distintas de la
terrestre, por ejemplo en otros planetas. También pueden simularse condiciones
de gravedad distintas a la terrestre en los momentos de aceleracion ascendente
o descendente en vuelos de avion, obteniéndose resultados experimentales que
se ajustan a las predicciones, como puede verse en la figura 4.43.

Calisto
Tierra
Europa Kt
Mercurio Saturno
Luna Venus | Neptuno N
lo Urano l Jupiter

Velocidad optima
NEr=0,5

Transicion
Marcha - carrera
NFr=0,7

=
wn

Velocidad (m/s)

0 25 50 75 100 125 1504’225
Porcentaje de la gravedad terrestre

Fig. 4.43. Las curvas representan las predicciones de velocidad 6ptima y de transicion
marcha-carrera para los nimeros de Froude que se indican. Los puntos (circulos, cuadrados
y triangulo) son medidas experimentales en vuelos en los que se simulan condiciones de
gravedad variable. El caso de la marcha sobre la superficie terrestre corresponde al cien por
cien de G. Minetti (2001).

4.3.3 El desplazamiento sobre superficies verticales

Muchos animales pueden trepar también a lo largo de superficies verti-
cales, por ejemplo el tronco de un arbol. Para mantenerse en equilibrio en
esa posicion, el peso debe ser compensado por la fuerza de friccion de las



Bioestatica y locomocion 195

extremidades con la superficie, debido a su caracter rugoso, como en los pies
y manos de los primates, 0 a la existencia de ufias que se clavan en la madera
generando una fuerza intensa similar a la friccion. Algunas lagartijas, sala-
mangquesas e insectos pueden desplazarse por superficies verticales pulidas e
incluso mantenerse sobre techos en posicion invertida gracias a que sus pies
poseen propiedades adhesivas.

Pero la compensacion del peso con la fuerza de rozamiento de una sola
pareja de extremidades no es suficiente para mantener el equilibrio en posicion
vertical, ya que, como puede verse en la figura 4.44, el animal giraria y se
caeria hacia atras debido al momento no nulo de estas dos fuerzas.

-

mg

Fig. 4.44. a) Pajaro en equilibrio en posicion vertical. b) Ardilla en equilibrio en
posicion vertical.

Veamos las fuerzas que actan sobre una ardilla o un primate que trepa
por un arbol. El peso se aplica a lo largo de una linea que pasa por su centro
de gravedad, mientras que la fuerza de rozamiento entre las extremidades
inferiores y el tronco se aplica en los puntos de contacto, por lo que hay un
momento distinto de cero que provocaria un giro y la caida hacia atras. Por
eso el animal se agarra con las extremidades superiores al tronco, con las ufias
o gracias a la superficie rugosa de las manos, y tira de €l generando una fuerza
de contacto del arbol sobre el animal que va en sentido contrario y se aplica
al punto de contacto de dichas extremidades con el tronco. Por supuesto, si la
fuerza se ejerce solo por friccion con la superficie de la mano y no clavando
las ufas, los brazos tienen que ser suficientemente largos en comparacion
con el diametro del tronco como para que las fuerzas de contacto mas las de



196 Fundamentos fisicos de los procesos bioldgicos

rozamiento tengan una resultante que tire del animal hacia el arbol. Al tiempo,
se empuja con las extremidades inferiores generando, de nuevo, una fuerza
de contacto en sentido contrario. El par de ambas fuerzas de contacto va en
sentido contrario al anterior y puede compensarlo exactamente alcanzandose
asi el equilibrio.

Los péajaros trepadores pueden mantenerse en equilibrio en posicion
vertical mediante un juego de fuerzas similar, tirando del tronco con las ufias
de sus patas y empujando al tiempo con su cola.

4.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1 Calcular el momento de inercia de una varilla cuya densidad
lineal es del tipo f = Ax (bate de béisbol) respecto de un eje perpendicular que
pasa por su centro de masas.

Sol.: I = i ML?
18
Ejercicio 4.2 Calcular el momento de inercia de un disco circular
homogeneo de radio R respecto del eje perpendicular al plano que lo contiene
que pasa por su centro. Podemos considerar el disco como una superposicion

de anillos circulares de radio r y anchura dr.

Fig. 4.45. Calculo del momento de inercia de un disco alrededor de un eje perpendicular
que pasa por su centro.

La masa de uno de los anillos sera:
dm =o x2zrdr
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donde o es la densidad superficial. La masa total del disco sera:
R R 2
M 2_[ dm= 27[0'[ rdr = 7o R
0 0

Como todos los puntos del anillo estan a la misma distancia del eje, el
valor de su momento de inercia es inmediato:

I :J'dmxr2

y basta ahora integrar en r desde 0 hasta el radio R del disco para obtener el
momento de inercia.

Sol.: 1MR2
2

Como esta expresion no depende del espesor, es aplicable también a un
cilindro de cualquier altura y cuya base tenga el mismo radio R.

Ejercicio 4.3 Calcular el momento de inercia de una esfera de radio
R (procédase del mismo modo que en el caso anterior solo que ahora se
empieza por coronas esféricas de espesor diferencial con centro en el centro
de la esfera).
2
Sol.: I ==MR?
5
Ejercicio 4.4 Calcular el momento de inercia de una moneda (que se
aproximard como un circulo plano) cuando se la hace girar sobre una mesa,
es decir, respecto de un eje contenido en el plano de la moneda que pasa por
su centro.

Sol.: | = 1|\/|R2
4

Ejercicio 4.5 Se hace girar una moneda de dos euros (1,25 cmde radio
y 4 gr de masa) alrededor de un eje contenido en el plano de la moneda y
que pasa por su centro. Para ello, partiendo del reposo, se aplica un par de
fuerzas con los dedos durante 0,1 segundos y como resultado empieza a
girar con una frecuencia de 10 revoluciones por segundo. Calcular la fuerza
aplicada sobre los bordes de la moneda.

Sol.. F=0,39N

Ejercicio 4.6 Se empuja una puerta para hacerla girar alrededor del eje
que coincide con su arista mas larga aplicando una fuerza F constante sobre
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la arista contraria y perpendicular al plano de la puerta durante un tiempo
t a partir del reposo. Calcular la velocidad angular que adquiere al cabo de
dicho tiempo. Si la masa de la puerta es de 20 kg, su anchura L=1m vy le
aplicamos una fuerza de 200 N durante una décima de segundo, ¢cual es la
velocidad angular resultante y el tiempo necesario para completar un giro
de 90°?

Sol.: a):atzg—Ft: 3radls; t=05s
ML

Ejercicio 4.7 El ala de un insecto se puede aproximar por un rectangulo
de 0,1 g de masa y 1 cm de longitud. EI momento de inercia del ala respecto
de un eje de giro que pasa por el lado de insercion en el tronco es igual al
de la puerta que gira sobre uno de sus lados ya calculado en este capitulo.
Calcular el momento de la fuerza muscular necesaria para imprimir al ala
una aceleracion angular oo = 100 rad/s?. Si el musculo que bate el ala tira
desde un punto situado a 1 mm del borde del ala con un angulo de insercion
de 30°, calcular la fuerza que ejerce.

Fig. 4.46. Insecto con alas rectangulares que giran alrededor de uno de sus bordes.

Sol.: T'=0,33x10° kg xm?s; F =0,00067 N

Ejercicio 4.8 Un saltador de trampolin salta a la piscina de forma que,
en el despegue, su centro de masas esta a una altura de 1 m sobre la tabla
que, a su vez, estd a 3 m sobre la superficie del agua. Su velocidad inicial
forma un angulo de 45° con la horizontal y su modulo es tal que el punto mas
alto de la trayectoria del centro de masas esta 0,5 m por encima de la altura
de partida. Calcular la velocidad inicial y el tiempo que tarda el centro de
masas en llegar al agua.

Sol.:v,=4,43m/fs; t =1, 28s

Si se mantuviera estirado durante todo el recorrido caeria de cabeza
después de haber realizado medio giro. Calcular la velocidad angular
alrededor de su eje de giro (perpendicular al plano de la trayectoria y
pasando por el centro de masas del saltador).
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Sol.: ®,= 2,45 rad/s

Ejercicio 4.9 Si quiere realizar un salto mortal, es decir, caer de cabeza
despueés de un giro y medio, su velocidad angular debe triplicarse, para lo
cual debe disminuir su momento de inercia en un factor 3. Aproximaremos
la forma del saltador por un cilindro de altura h, = 1,80 my radio de la base
R, =0,12 cm (verificar que la masa del saltador es de 80 kg). EI momento de
inercia de un cilindro homogéneo alrededor de un eje perpendicular a su eje

2
de simetria que pasa por su centro de masas es | = %M [RZ +% :

Fig. 4.47. Saltador de trampolin que se pliega para disminuir su momento de inercia y
aumentar su velocidad de giro. Los cilindros que representan las dos posiciones sirven para
hacer calculos aproximados de manera simple.

Notese que, en el limite R — 0, el cilindro tiende a una varilla, mientras
que en el limite h — 0, tiende a un circulo que gira alrededor de uno de sus
diametros. En ambos limites, el momento de inercia que se obtiene coincide
con los que ya hemos calculado para esos casos particulares.

Para disminuir su momento de inercia el saltador se pliega por la cintura

y adopta la forma de un cilindro de altura h= hy = 0,90 m. Encontrar el

radio de su base R para que la masa sea la misma en ambas configuraciones
y verificar que con los nuevos valores de h 'y R el momento de inercia, en
posicion plegada, es aproximadamente un tercio del que tenia en posicion
extendida.
I 1
Sol: R=0,17Tm: —~=
.
Ejercicio 4.10 Sea una barra rigida homogénea apoyada en uno se sus
extremos a una pared y en el otro al suelo formando un angulo 0 con la
horizontal. Suponiendo que el coeficiente de rozamiento estatico de la barra
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con ambas superficies es igual a i , se puede calcular el angulo a partir del
cual la barra desliza y cae hasta la posicion horizontal. En efecto, sobre la
barra actuan las siguientes fuerzas: el peso, aplicado en su centro, las dos
fuerzas de contacto, normales a las dos superficies de apoyo y aplicadas en
los extremos, y las fuerzas de rozamiento, aplicadas también en los extremos
y en direccion contraria al movimiento de ambos puntos inducido por el peso.
En la figura 4.48 puede verse la disposicion de todas las fuerzas.

0
< X

Fig. 4.48. Barra en equilibrio por el rozamiento de sus extremos sobre una pared y el suelo.

Tomando como origen para el calculo de momentos el punto 2, las condi-
ciones de equilibrio son:

F,+R,—mg=0 (4.24)
R,—F =0 (4.25)
R,Lcos6 —FL sene—mg%cose =0 (4.26)

Las fuerzas de rozamiento F, tienen un valor maximo igual al coeficiente
U, multiplicado por las fuerzas normales que mantienen en contacto los
extremos de la barra con la pared y el suelo, fuerzas que son iguales en
modulo a las fuerzas de contacto R.. Por lo tanto, en el caso limite de un
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angulo que sea el minimo posible antes de que la barrra deslice, las fuerzas
de rozamiento tendran su valor maximo, F, = p_R.. Sustituyendo ahora en las
ecuaciones (4.24-26), podemos despejar R. y 6.

mg
Sol.: R =
E 1+ g
_ KMy
Lol
1
R—--mg , >
g0 =— 2 =17k 4.27)
HoRy 2,

Es decir, el angulo a partir del cual la barra desliza es funcién inicamente
del coeficiente de rozamiento y, por lo tanto, la expresion (4.27) proporciona
un modo sencillo de medir dicho coeficiente entre dos materiales. Si, por
ejemplo, la barra comienza a deslizar cuando 0 = 45° el coeficiente de
rozamiento |, resulta ser 0,41. Notese que cuando W ==/ la barra se sujeta
con cualquier dngulo ya que tg 6 es negativo.

Ejercicio 4.11. Repetir el caso anterior pero ahora suponiendo que la
barra es una escalera sobre la que hay una persona de masa m a una distancia
d = xL del punto de apoyo en la pared. Se supondra que la escalera tiene una
masa despreciable respecto de m. El ejercicio se resuelve de la misma forma,
pero ahora el peso del sistema persona-escalera se aplica en el punto en el
que esta la persona.

Fig. 4.49. Escalera en equilibrio por el rozamiento de sus extremos con una pared y el
suelo. La persona esta a una distancia d del punto de apoyo en la pared. La longitud
de la escaleraes L.
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_1-x(1+ 5)
= Tl
Hy
Notese que cuando x = 1 se recuperael resultado del ejercicio anterior. Si,

Sol.: tgg

por ejemplo, el coeficiente 56 rozamiento es u,= 0,5, entoncestg 6 =22, 5x,

lo que implica que para x pequefio (cerca del apoyo en la pared) la escalera
tiene que estar empinada: para x =0,1,tg6_ ~ 60°, mientras que la escalera

. L : 2 .
se mantiene en cualquier angulo siempre que x> 55 =0,8. Si, por el con-

trario, u, =1,25, entonces tg6,, =0,8—-2,05x. En este caso, IS gscalera se
mantiene en equlibrio con cualquier angulo siempre que x>——=0,39 y

si la persona quiere situarse a una distancia del apoyo en la pared tal que
X = 0,1, entonces tg 6, =0,595 y la escalera tendra que apoyarse con un
angulo superior a unos 30°.

Ejercicio 4.12 Dos personas sujetan un cuerpo homogéneo con forma de
paralelepipedo en una escalera con un angulo de inclinacion a. Encontrar la
expresion general de las fuerzas F, y F, que hay que aplicar a los extremos
mas alto y més bajo, respectivamente, en funcion de la longitud del cuerpo

L y desu alturad.

Fig. 4.50. Esquema de fuerzas de dos personas sujetando un objeto con forma de
paralelepipedo y un angulo de inclinacion o respecto de la horizontal.
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1 d 1 d
Sol. F==|1-—tga Img; F,==|1+—tga |m
=2 Sgaons 72108t
Obsérvese que la fuerza que hace la persona que esta en el escalén mas
bajo es siempre mayor que la que ejerce la que esté en el escalon més alto.
Obsérvese tambien que cuando d =0 el cuerpo tiende a un tablon de espesor
cero y, entonces, las dos fuerzas son iguales a la mitad del peso del cuerpo.

Cuando d > ti lafuerza F, se hace negativa. Explicar por qué. Aplicar las
o
expresiones ggnerales alcasoenqueL =120m, d =0,20m y a = 45°.

Sol.: F, =327 N=(33kg) x g; F, =457 N =(47kg)xg

Ejercicio 4.13 Una persona de esta de pie con la espalda y los talones
pegados a la pared. La vertical de su centro de masas cae a 10cm de la
pared y la planta del pie tiene 30 cm de longitud. Se le pone encima de los
brazos estirados un peso cuyo centro de masas se proyecta en vertical sobre
un punto que estd 40cm por delante de la puntera de los pies. Supuesto
que todas las articulaciones son rigidas, ¢cuél es el peso maximo que puede
aguantar sin caer hacia adelante?

]‘n.‘-m
30cm! 40cm |

Fig. 4.51. Persona erguida con las articulaciones rigidas sujetando un cuerpo en sus manos.

Sol.: m=35kg

Ejercicio 4.14 Consideremos un brazo plegado en angulo recto contra
una cierta fuerza, aplicada sobre la mano, segun el esquema de la figura
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4.52. En este caso el triceps es el masculo que hace fuerza para extender
el brazo, insertandose, por detras del himero, en el extremo del cubito, de
forma que al contraerse abre la articulacion del codo.

Figura 4.52 Brazo en angulo recto empujando hacia abajo gracias a la accién del triceps.

El punto de insercion se encuentra a unos 2,5 cm de la articulacion y la
direccién es préacticamente vertical. Si la balanza sobre la que se apoya la
mano de la figura 4.52 marca 6 kg, la fuerza hacia arriba que esté ejerciendo
el muelle sobre la mano es de 6 x 9,8 = 58,8 N, aplicada en un punto que dista
35 cm del codo. Calcular la fuerza de contacto R del extremo del himero
sobre el antebrazo, necesariamente vertical, y la fuerza T que hace el triceps
hacia arriba.

Sol.. T=823N; R=~-912N

Ejercicio 4.15 Nos fijamos en el pie de una persona de 70 kg en reposo.
Sobre él actla la fuerza de contacto del suelo, igual a la mitad del peso del
cuerpo y supondremos que esta aplicada en un punto a 5 cm de la puntera; es
decir, no reparte el peso en toda la superficie de los pies, sino que debe tirar
del talon hacia arriba. La longitud total del pie es de 30 cm y los huesos de la
pierna apoyan sobre los huesos tarsianos del pie en un punto situado a 25 cm
de la puntera. Los musculos de la pierna, gastrocnemio y soleo, que parten
del fémur, la tibiay el peroné, tiran del hueso calcaneo, en el borde del talén,
con un angulo de insercién de 7° con la vertical. Si la altura a la que se sitta el
punto de contacto pierna-pie esta a 5 cm de altura sobre la vertical, calcular
la fuerza con que tira el grupo de masculos y la fuerza que ejercen los huesos
de la la pierna, tibia y peroné, sobre el pie en el punto de apoyo.
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| | 1/2 mg

Fig. 4.53. Esquema de fuerzas sobre el pie cuando se apoya el cuerpo verticalmente sobre
un punto situado a 5 cm de la puntera.

Sol.. T=1576N;R =192N; R =-1.907 N

Ejercicio 4.16 Repetir el ejercicio anterior pero suponiendo que la persona
esté en equilibrio con las piernas inclinadas un angulo « con la vertical.
Verificar que, para o = 0, se recupera el resultado precedente y hacer el

calculo para a = 30°.

Fig. 4.54. Esquema de fuerzas sobre el pie cuando éste esta formando un angulo de 30° con
la horizontal.

Sol.: T =1.382(cosa —0,25 sen )N; R, =T x sen (a + 7°;

__Mmg 0
R, __T_T xcos(a +7°)

a=45°: T=836N; R =659N; R =-858N
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Ejercicio 4.17 Estudiamos el equilibrio de la columna vertebral y todo
lo que ésta sustenta (tronco, cabeza y brazos) segun el esquema de la
figura 4.38 del texto de este capitulo. Escribir las ecuaciones del equilibrio
tomando el momento de las fuerzas respecto del punto de apoyo, en el que
se aplica la fuerza de contacto, y tomando como eje X la recta a lo largo de
la columna y como eje Y el perpendicular a la columna. Calcular a partir
de estas ecuaciones la fuerza muscular sobre la columna y las componentes
de la fuerza de contacto R, tomando m =50 kg, M =20 kg y un &ngulo de
inclinacion a = 45°.

Sol.; T =% (m+§Mjg =3190 N; R, ~3630
senl0° 2

Ejercicio 4.18 La figura 4.55 muestra dos conjuntos de huellas corres-
pondientes a un dinosaurio bipedo. El tamafio de las huellas se ha multi-
plicado por dos en relacion con la longitud del paso que proporciona
la escala del dibujo. La serie a) corresponde a una longitud de paso (SL)
P, =2,70 m, mientras la serie b) corresponde a un paso superior, que se ha de
estimar a partir del dibujo. Utilizando las expresiones (4.21) y (4.23), calcular
la altura de la cadera, la velocidad de desplazamiento y el nimero de Froude
en ambas series de huellas, y el tipo de locomocion.

v
L

Fig. 4.55. Series de huellas de un dinosaurio bipedo.
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Sol.:1=2m;v, =18mls;
v, =7,9m/s; N_ (a) = 0,4 (marcha); N_ (b) = 1,8 (carrera)

Ejercicio 4.19 Como todo el mundo sabe, el Principito (de Antoine de
Saint-Exupéry) habita en el asteroide B612 y sus piernas tienen una longitud
de 0,5m aproximadamente. El asteroide tiene una densidad igual a la de la
Tierra, p = 5.518 kg/m?, y un radio de 1 km. Calcular el tiempo minimo que
necesita el Principito para dar “la vuelta al mundo”” andando. Recuérdese
que la constante de la gravitacion es G = 6,673x10 ""kg 'm’s~>.

Sol.: t=90 horas

Ejercicio 4.20 Considérese un primate de masa m que se agarra con pies
y manos a un arbol cuyo tronco circular tiene un radio R. El coeficiente de
rozamiento estatico de las plantas de pies y manos con el tronco del arbol
es u,. El juego de fuerzas que actla sobre el animal esta representado en la
figura 4.56.

Fig. 4.56. Conjunto de fuerzas que acttan sobre un primate en equilibrio en un arbol. N, y

N’, son las fuerzas de contacto sobre sus extremidades inferiores mientras que N, y N’, son

las fuerzas de contacto sobre las anteriores. Tomamos como origen de posiciones el punto
O situado en el eje del &rbol, a la altura del centro de masas del primate.

Su expresion vectorial es la siguiente:
F1=N,cos Bi—N, senf j +u,N,k
F1= N, cos Bi+N, sen j + u,N,K

F2=-N,cosai-N, sena j + N,k
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F2=-N,cosai+N, sena j + N,k

—

Fe =-mgk

Escogemos para tomar momentos de las fuerzas un punto situado en el eje
del arbol a la altura del centro de masas del primate. El apoyo de los pies esta a
una distancia en vertical por debajo de este puntoy el de las manos por encima.
Las coordenadas de los puntos de apoyo y del centro de masas del animal son:

1 = Rcos Bi—R senf j —hk
r1=Rcos Bi— Rsenf | —hk
r» =—Rcosai—R sena j + 2hk

r2=—Rcosai+ R sena j +2hk

re=—(R+0,2) ]
Escribir las ecuaciones de equilibrio.
Sol.:
D F, =2N,cos f—2N,cosa =0 (4.28)
DF, =2u,(N,+N,)-mg =0 (4.29)

DT, =-2u,RN, cos B — 2hN, cos 8 + 211,RN, coso —4hN, cosa + mg(R+d) = 0 (4.30)

Calcular ahora las fuerzas normales N, y N, y el coeficiente de rozamiento
u, resolviendo las ecuaciones (4.28-30):

Sol. N, =R g @.31)
6hcos 8
R+d
- 4.32
> Bhcosa (432)
3h cosacos
o = 4 .33

R+d cosa +cos 3
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Notese que cuando el angulo o es cero, la fuerza normal que se hace con
las manos, N,, es minima porque se esta en la posicion mas favorable, con
la fuerza de contacto empujando al animal contra el arbol. Por el contrario,
cuando o tiende a 90° dicha fuerza normal tiende a infinito porque no se
puede ““abrazar” el tronco, ni siquiera parcialmente y no hay forma de
sujetarse (estamos considerando que la fuerza de sujecion en vertical se debe
Gnicamente al rozamiento entre las palmas de las manos y el arbol sin que
se puedan hincar las ufias, como ocurre con otros animales) y generar una
fuerza N, “tirando” de él.

Si particularizamos al caso 8 =0, lo que quiere decir que los dos pies
empujan justo en la parte mas cercana de la circunferencia del arbol, y
R = h =d, por ejemplo 20 cm, las expresiones (4.31-33) se simplifican a:

-mg
'3
N, = 0
3cosa
:§ cosa
Mo = S Tt cosa

Parael caso 6ptimo, a =0, losresultadosson N, = N, = mg vel coeficiente
de rozamiento, u, = 0,75, que es un valor tipico de los mgncionados en el
capitulo precedente. En un caso menos favorable, o =60°, los resultados
son N, = %mg, N, = %mg ¥ i, =0,90.
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Capitulo 5. Trabajo y energia. La
tasa metabdlica

5.1 Trabajo y energia cinética

Introduciremos en esta seccion nuevas magnitudes, algunas de las cuales
tienen la propiedad de ser constantes del movimiento en circunstancias muy
comunes. Se trata del trabajo, la energia y la potencia, que formalizan y definen
de forma cuantitativa nociones ya existentes en el lenguaje ordinario.

5.1.1 Trabajo y potencia
Trabajo

Cuando un cuerpo se desplaza por la accion de una fuerza, definiremos el
trabajo infinitesimal realizado por esa fuerza a lo largo de un elemento dife-
rencial de la trayectoria del siguiente modo:

dw =F-dr 5.1)

donde el punto indica producto escalar de los vectores F y r. El trabajo
es, por lo tanto, una magnitud escalar igual al producto del modulo de
la fuerza por el modulo del desplazamiento y por el coseno del angulo
que forman ambos vectores. O, lo que es lo mismo, igual al médulo del
desplazamiento por la componente tangencial de la fuerza.

211
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E.=Fcosa
! B

> >
dW =F - dr=F dr cosa =]?].c|r

Ty

Fig. 5.1. Fuerzay trabajo a lo largo de una trayectoria.

El trabajo realizado por una fuerza a lo largo de una trayectoria finita sera,
simplemente, la integral de los trabajos correspondientes a cada elemento
infinitesimal de la trayectoria:

W= [aw = jﬁd?— (5.2)

Cuando se aplica, por ejemplo, una fuerza vertical para elevar un peso,
el trabajo es igual al modulo de la fuerza aplicada por la altura alcanzada.
Si el cuerpo se eleva a velocidad constante, la fuerza que hay que aplicar es
simplemente igual a su peso. Existe, por lo tanto, en este caso y en otros,
relacion entre la magnitud introducida en la expresion (5.1) y la nocion de
trabajo en la vida cotidiana.

L <4
=¥

mg
W=0 dW = mgd:?

mg

a) b)

Fig. 5.2. Trabajo realizado por la fuerza de la gravedad sobre un cuerpo:
a) cuando se mueve horizontalmente con velocidad uniforme,
b) cuando se mueve verticalmente por la accion de dicha fuerza.
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De la definicon (5.1) se sigue que la fuerza centripeta que impulsa a un
movil en un movimiento circular uniforme realiza un trabajo igual a cero
debido a que es siempre perpendicular a la trayectoria, lo mismo que la fuerza
de la gravedad que actiia sobre un cuerpo que se mueve sobre una superficie
horizontal sin rozamiento, como puede verse en la figura 5.2.

Las dimensiones de la magnitud trabajo son las de fuerza multiplicada por
distancia, es decir:

[W]=MLT ?xL=MLT"?
y la unidad en el Sistema Internacional es el julio (J):
1J = 1N xm =1kg x m?s™

Ejemplo. El trabajo que hace la fuerza de la gravedad cuando hace
deslizar un cuerpo sobre un plano inclinado es:

4

o
i >
A4
F= -mglg

Fig. 5.3. Trabajo realizado por la fuerza de la gravedad sobre un cuerpo que desliza sobre
un plano inclinado por la accion de dicha fuerza.

dW =mg x|ﬁ‘xcost9 = mg xdsxsena

W = IOng xsena x ds = mg xsenaIOLds =mg x L sena = mgh
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Por lo que el trabajo total depende uinicamente de la altura y no del
dngulo de inclinacion. Si quisiéramos subir el peso desde el suelo a velocidad
constante, en ausencia de rozamiento, la fuerza que hay que aplicar es
exactamente igual a la componente tangencial del peso cambiada de signo y
el trabajo que hay que hacer contra la gravedad es igual al que la gravedad
hace para hacerlo deslizar hacia abajo: solo depende de la altura a la que lo
elevemos, independientemente del angulo de la rampa, lo que resulta acorde
con la experiencia cotidiana.

Para el caso de un objeto de 10 kg que se desliza a lo largo de una rampa
con una diferencia de altura de 2 m, el trabajo que realiza la fuerza de la
gravedad es:

W =10x9,8x2=196 J

que es igual al trabajo que tiene que hacer una fuerza externa para elevar esa
masa, a velocidad constante, a la misma altura en contra de la gravedad.

Lo que si varia es la longitud recorrida en un caso y en otro. Cuando la
pendiente es grande hay que hacer mucha fuerza a lo largo de una distancia
corta, mientras que cuando la pendiente es pequefia, la fuerza es menor, pero
a lo largo de una distancia mayor, de forma que su producto es constante.

Para el caso o = 90° la distancia recorrida es simplemente s =h =2 m,
mientras que para o = 30° la distancia recorridaess=2 x h=4m.

Potencia

Una misma cantidad de trabajo puede desarrollarse en periodos de tiempo
diferentes. La magnitud que caracterizael ritmo con el que se realiza unacierta
cantidad de trabajo se llama potencia y se define como la cantidad de trabajo
por unidad de tiempo. Como esta cantidad puede variar en cada instante a lo
largo de la trayectoria, debemos definirla en términos diferenciales:

AW _dw _F.dr _— -
P =1im = = =F.v
At—>0 At dt dt

Las dimensiones de potencia son las de energia dividida por tiempo, siendo
el vatio la unidad en el Sistema Internacional y W su simbolo:

1W=1Js

En entornos industriales se utiliza también el kilovatio (1 kW = 10° W), el
megavatio (1 MW = 10° W) y el gigavatio (1 GW = 10° W).
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Otra unidad de potencia utilizada con frecuencia es el caballo de vapor (CV),
introducida cuando la traccion animal era la principal fuente de trabajo mecanico
y no existia un sistema coherente y preciso de unidades de medida. El caballo
de vapor, definido como la potencia mecéanica aproximada desarrollada por un
caballo en los momentos de mayor esfuerzo sostenido, tiene un valor impreciso
y depende de multitud de circunstancias, por lo que se ha traducido en términos
de su equivalencia en vatios. El caballo de vapor (CV) introducido en Francia se
definié como la potencia necesaria para elevar una masa de 75 kg un metro de
altura en un segundo, por tanto 75 x g = 735 W. Por el contrario, la misma unidad
en Gran Bretaiia (HP, de horse power) se fijo de forma algo distinta, por lo que
su equivalencia es 746 W. Se trata de una potencia aproximadamente tres veces
superior a la desarrollada por un ser humano promedio cuando realiza un ejercicio
intenso y sostenido. Nosostros siempre utilizaremos las unidades del SI.

Un dispositivo que trabaje a una cierta potencia constante P desarrolla,
en un intervalo de tiempo 4z, una cantidad de trabajo igual a P x A¢. De ahi
que se utilicen con frecuencia unidades de energia que son el producto de
una potencia por un intervalo de tiempo. EI méas comin es el kilovatio hora,
que es el trabajo realizado por un dispositivo de un kilovatio de potencia
trabajando durante una hora. De esta definicion se sigue:

1 kWh =10*W x 3.600 s = 3,6 x 10°J

De la misma forma que para la potencia, se usa también en entornos
industriales el megavatio hora o el gigavatio hora como unidades de trabajo.

En el capitulo 23 se vera que una unidad de energia adecuada para describir
fendmenos a escala atdbmica o molecular es el electronvoltio (€V), cuyo valor
es de 1,6 x 107 J. En la tabla 5.1 se dan las equivalencias de estas y otras
unidades de energia, como la caloria o el ergio, que se usaran a lo largo del
libro o que son de uso comun en ciertos contextos especificos.

Tabla 5.1. Algunas unidades de energia
Unidad Equivalencia en julios
ergio (erg) 107
caloria (cal) 4,184
kilocaloria (kcal) 4,184 x 10°
kilovatio hora (kWh) 3,6 x 10°
electronvoltio (eV) 1,60 x 1071°
caballo de vapor-hora | 2,68 x 10°
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Observacion. El kilovatio hora. De la equivalencia del kwh en julios
puede obtenerse una idea de la cantidad de trabajo que supone. Veamos,
por ejemplo, la masa m de un cuerpo que pueda ser elevado a una altura
h = 30 m, equivalente a un edificio de unos 10 pisos, realizando un trabajo
de 1 kWh:

1kWh =3,6x10° J =mx9,8x30

de donde, despejando m, queda:

m =12.245 kg

es decir, con la energia de 1kWh se puede elevar a esa altura un peso de unas
12 toneladas.

Trabajo y potencia musculares

Consideremos un masculo de seccion S y longitud | que se contrae en un
20 a 30 por ciento de su longitud, que es una contraccion normal y, segun
hemos visto en el capitulo 2, permite que desarrolle el maximo de la fuerza
muscular al estar activos todos los puentes de miosina. Recordando que la
fuerza muscular tipica por unidad de seccion es de 300.000 N/m? y supo-
niendo que el masculo se contrae en un 20 por ciento de su longitud, el trabajo
realizado durante una sola contraccion es:

W = F x0,2l #3.10° xS x0,2l =0,6x10° xV (5.3)
donde V = S x | es el volumen del mdsculo, supuesto que sea aproximada-
mente cilindrico, y el resultado se expresa en julios si el volumen se expresa
en metros cubicos. El trabajo maximo que puede desarrollar un masculo por
unidad de masa en una sola contraccion ser, por lo tanto:

5
V—vz0,6x105!=70’6><10

m m p

= 60 J/kg (5.4)

En esta expresion se ha sustituido la densidad del masculo, p, por su valor,
aproximadamente igual al del agua, es decir 1000 kg/m?. Este calculo sencillo
nos dice que un musculo de un kilogramo de peso (el biceps de un humano
adulto tiene una masa de ese orden) puede hacer con facilidad un trabajo
de unos 60 J en unasola contraccion, es decir, levantar un objeto de unos 6 kg
de masa a un metro de altura. El valor obtenido para el trabajo maximo por
unidad de masa muscular en la expresion (5.4) se verifica experimentalmente
para practicamente todos los muasculos esqueléticos de vertebrados. Pueden,
no obstante, forzarse mas y contraerse en una proporcién mayor Yy, por lo
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tanto, desarrollar mas trabajo, hasta cerca de unos 200 J/kg como limite
maximo.

Dado, por otra parte, que la fuerza maxima solo se consigue a pequefias
velocidades de contraccion, un musculo sélo puede desarrollar este trabajo en
contraccion muy lenta. Para el caso de contraccion méas rapida, por ejemplo
la que realiza un musculo para saltar, la fuerza desarrollada es menor y la
longitud de contraccion debe mantenerse dentro del intervalo 6ptimo del 20 al
30 por ciento, por lo que el trabajo por unidad de masa muscular es del orden
de los 60 J/kg calculados mas arriba. Llamaremos, en lo que sigue, fuerza
muscular especifica y potencia muscular especifica a la fuerza y potencia,
respectivamente, por unidad de masa muscular.

Cuando un musculo se contrae para mover un hueso del esqueleto que,
a su vez, desplaza un peso, la direccion del movimiento es la misma que la
fuerza ejercida por el masculo y, por lo tanto, el trabajo es positivo. Pero
un masculo no puede hacer fuerza en direccién contraria a la contraccion,
sino, en todo caso, resistirse a la extension forzada por una fuerza externa o
por la accion de un muasculo antagonista; por ejemplo, el biceps braquial se
extiende al extender el brazo por la accion del triceps al contraerse, segin
se vio en el capitulo 2, o por la accion de un peso, tal como puede verse en
la figura 5.4. Asi, cuando un musculo se alarga, la direccion del movimiento
es contraria a la de la fuerza que puede hacer y su trabajo es negativo.

a) b) |
Fig. 5.4. a) Trabajo hecho por el biceps braquial al contraerse. La direccion de la fuerza es
paralela al movimiento del peso, por lo que el trabajo es positivo. b) Trabajo hecho por el
biceps braquial al hacer fuerza en sentido contrario al movimiento del peso. En este caso el
trabajo es negativo.

Cuando un animal se mueve, o una persona pedalea, los musculos hacen
trabajo positivo y negativo consecutivamente. Hacer trabajo positivo implica
un cierto gasto de energia que puede medirse a través del consumo de oxigeno.
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Hacer un trabajo negativo no es gratuito desde el punto de vista energético, ya
que hay que mantener el tono muscular, pero es menos costoso que hacerlo
positivo. Se llama eficiencia metabolica al cociente entre la potencia
mecanica desarrollada por un musculo y la potencia energética consu-
mida. Para el caso de los mamiferos la eficiencia metabdlica es del orden
de 0,25, con importantes variaciones segun el ejercicio de que se trate y de
las contribuciones relativas de trabajo positivo y negativo a lo largo del movi-
miento. Es decir, s6lo un 25 por ciento de la energia consumida se transforma
efectivamente en trabajo mecanico, mientras que el 75 por ciento restante se
disipa en forma de calor en el organismo.

En cuanto a la velocidad con que se puede desarrollar el trabajo producido
por la contraccion de los masculos, es decir, la potencia muscular, ya en el
capitulo 2 vimos que la fuerza es maxima a velocidad cero y tiende a cero a
grandes velocidades de contraccion que solo son posibles sin carga. Por lo
tanto, el producto de la fuerza por la velocidad se anulara cuando la fuerza es
cero (a maxima velocidad) y cuando la velocidad es cero (a maxima fuerza)
tal y como se representa en la figura 5.5.

P
pu I
i
L]
i
L]
i
:
]
I
L]
I
]
]
L]
1
L]
1
I
]
I
i
s . . \Il
Contraccion 1/4 v, (Potencia mixima) Vi
Isométrica carga cero,

(F ¥ Velocidad cero) mixima velocidad
Fig. 5.5. Potencia muscular P en funcién de la velocidad de contraccion. Cuando ésta es
cero, la fuerza es maxima, pero no hay desplazamiento (ejercicio isométrico): el trabajo y la
potencia son cero. Para la velocidad de contraccion maxima la fuerza es cero y, de nuevo,
el trabajo realizado se anula. La potencia maxima, P,, , se produce para una velocidad inter-
media del orden de la cuarta parte de la velocidad maxima.

El maximo de la potencia muscular se alcanza, por lo tanto, a velocidades de
contraccion moderadas, entre el 15y el 40 por ciento de la velocidad méaxima.
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Por ejemplo, la velocidad maxima de contraccion del mtsculo rojo (fibras lentas)
de la carpa es de unas 4,6 longitudes por segundo, pero durante la natacion
normal se contraen con una velocidad que es un 20 por ciento de la maxima
(0,9 longitudes por segundo), justo cuando desarrollan la méxima potencia. La
potencia especifica media de los musculos de los vertebrados se sittia en los
60 W/kg (véase en el Apéndice 1 de este capitulo una estimacion teorica de este
valor). Se han llegado a medir, sin embargo, en insectos y colibries potencias
musculares especificas cercanas a los 200 W/kg y nunca superiores.

5.1.2 Energia cinética

La segunda ley de Newton permite calcular el trabajo realizado por una
fuerza a lo largo de la trayectoria que sigue un movil impulsado por dicha
fuerza. En efecto:

(b= - 8 - —~ eadv - 8 dr
W—jAF-dr—.[Ama-dr—m'[AE-dr—m'[Adv-a
B—~ - ~2B
W:mj v-dv=|=mv
A 2 A
W:%mvé—%mvf\ (5.5)

- ) 1,
Aparece en esta ultima expresion una nueva magnltud cinematica, —mv-,

con las mismas dimensiones y unidades que el trabajo, que llamamos energia
cinética, proporcional a la masa del movil y al cuadrado de su velocidad. Por
lo tanto, el trabajo realizado por la fuerza entre dos puntos cualesquiera
de la trayectoria es igual al incremento en energia cinética entre esos dos
puntos. El trabajo se “gasta” , por asi decir, en incrementar la energia cinética
del cuerpo que se mueve.

Cuando el médulo de la velocidad final, v,, es mayor que el de la inicial, v,,
hay una ganancia neta de energia cinética y el trabajo realizado por la fuerza
es positivo. Es el caso del ejemplo de un objeto que cae por una pendiente
impulsado por la fuerza de la gravedad: el trabajo hecho por dicha fuerza es
positivo, como hemos visto, y el objeto se mueve mas deprisa al final de la
caida que al principio, lo que denota que ha aumentado su energia cinética. Si,
por el contrario, impulsamos con un cierta velocidad el cuerpo hacia arriba, su
velocidad ird disminuyendo a medida que gana en altura y, por lo tanto, habra

una pérdida neta de energia cinética, lo que demuestra que la gravedad ha
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estado haciendo un trabajo negativo (frenando el mavil en lugar de acelerarlo),
como puede verse en la figura 5.6.

o A

mg mg
W0 W<0
AE i, > 0 AE <0
a) b)

Fig. 5.6. a) Cuando un cuerpo cae por la accion de su propio peso, la fuerza de la
gravedad hace un trabajo positivo y la energia cinética aumenta. b) Cuando un cuerpo
se mueve en direccion contraria a la gravedad, ésta hace un trabajo negativo y la energia
cinética disminuye.

5.1.3 Conservacion de la energia
Energia potencial asociada a una fuerza constante

Para el caso en que la fuerza sea constante, podemos calcular el trabajo
realizado entre dos puntos sin necesidad de conocer la trayectoria. En efecto:

B— - — (B - — — —
W:.[AF-dr:F-IAdr:F-(rB—rA) (5.6)

__Tomando como eje vertical el eje Z, para el caso de la gravedad
F =(0,0,—mg), el trabajo segun la expresion (5.6) resulta:

W= _mg(ZB - ZA) (5-7)

y poniendo z, igual ah'y z_ igual a cero, obtenemos la expresion W = mgh, que
ya habiamos obtenido para el deslizamiento sobre un plano inclinado desde
una altura h. Igualando, ahora, la expresion general que nos da la relacion del
trabajo con la ganancia de energia cinética y la expresion (5.7), valida para el
caso particular de la fuerza de la gravedad, resulta:

1 1
= Emvé _Emvf\ = _mg(ZB - ZA)

%mvé +Mgz, = =mvi +mgz, (5.8)

N~
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La ecuacion (5.8) muestra la existencia de una nueva cantidad conservada,
puesto que su valor en un punto A de la trayectoria tiene que ser el mismo
que en otro punto cualquiera B. Esta cantidad conservada se llama energia, o
energia total, y es la suma de la energia cinética y otro término, que depende
de la posicion del movil, que llamamos energia potencial, en este caso
gravitatoria.

Tanto la energia cinética como la potencial como cualquier otra forma de
energia se expresan en las mismas unidades que el trabajo, es decir, julios en
el Sistema Internacional o cualquiera otra de las unidades de la tabla 5.1.

La conservacion de la energia permite conocer las variaciones de la
velocidad (energia cinética) en funcion de la posicion (energia potencial) sin
necesidad de calcular la trayectoria. Por ejemplo, para una montafia rusa, no
importa lo complicada que sea su geometria y considerando despreciable el
rozamiento, podemos saber en todo momento la velocidad de la vagoneta en
funcién de la altura con solo calcular su energia total en el instante inicial.

Fig. 5.7. Montafa rusa. En A, el carricoche (en reposo) sdlo tiene energia potencial. En
B ha transformado toda su energia potencial en cinética. En C ha vuelto a transformar la
mayoria de su energia cinética en potencial, aunque le queda un remanente para seguir
moviéndose.

Ejemplo. En una montafia rusa como la de la figura 5.7, un vagon de masa
m parte del reposo en la posicién A, a una altura de 30 m sobre el suelo.
Tomaremos, por convenio, la energia potencial igual a cero a la altura del
suelo. Por lo tanto, su energia total es:

E=0+mx9,8x30=294xm



222 Fundamentos fisicos de los procesos biolégicos

que resulta en julios si m esta en kilogramos. Al llegar al punto mas bajo B,
la altura es cero y toda la energia potencial se ha transformado en cinética.
La velocidad a la que se mueve en dicho punto vendra dada por:

294xm:1mv§+0
2

Vv, = 24 m/s = 86 km/h

La velocidad a la que pasa por el maximo del segundo bucle, C, situado
a 29 m del suelo sera:

294xm:%mv§+mgx29

Ve = 4,4 m/s =16 km/h

Definicion general de energia potencial

Mas en general, hay fuerzas para las que, como ocurria en el caso de la
gravedad terrestre, el trabajo realizado entre dos puntos solo depende de
dichos puntos y no del camino recorrido, es decir:

[ F-dr=-U@,)+ur) 5.9)

donde la funcion escalar U(r), que tiene dimensiones de energia,
se llamaenergia potencial y depende Unicamente de la posicion como variable
cinematica. Cuando la fuerza es tal que el trabajo que realiza entre dos
puntos depende sélo de la posicion final y de la inicial, independientemente
de la trayectoria seguida, segiin expresa la ecuacion (5.9), se dice que
la fuerza deriva de un potencial, o que es conservativa, y la condicion
necesaria y suficiente para que una fuerza sea de este tipo es que sus tres
componentes cumplan con la condicion:

Fx = _@
OoX
G

y 6_y
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ouU

’ oz
0O, lo que es equivalente (ver la nocion de gradiente en el Apéndice E):
F = —gradu (5.10)
Combinando ahora las expresiones (5.5) y (5.9), resulta que:

1 1 — —
Emvé —Emvi =-U(r,)+U(r,)

%m¢4¢u§)=%mﬁ+xuﬁ) (5.11)

Existe, por lo tanto, una variable cinematica, que llamamos energia,
suma de la energia cinética mas la energia potencial, que se conserva
cuando las fuerzas en presencia son conservativas. La energia cinética
depende Unicamente de la velocidad y estd asociada al movimiento del
cuerpo, mientras que la energia potencial depende de la posicion y se asocia
a la capacidad de producir trabajo o transformarse en energia de movimiento
debido a las fuerzas que actan sobre el cuerpo en ese punto. En el caso de la
gravitacion terrestre, de las ecuaciones (5.7) y (5.9) es claro que:

U = mgz (©.12)

por lo que cuanto mayor sea la altura a la que se encuentra un cuerpo en
el campo gravitatorio terrestre, mayor es su energia potencial y la energia
cinética en la que se puede convertir en caso de que disminuya su altura. La
fuerza que deriva de esta energia potencial (5.12) sera:

SR
OX
= :_a_U:
y ay
ouU
F=-"="m
2 pe g

que es, precisamente, la fuerza gravitatoria.

Notese que esta expresion de la fuerza gravitatoria, y de la energia potencial
asociada, son correctas para el caso aproximado de una fuerza constante
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independiente de la altura y siempre perpendicular al suelo, es decir, para el
caso de considerar alturas y movimientos cuya dimension sea muy inferior
al radio de la Tierra. Para el caso de movimientos en el campo gravitatorio
terrestre cuya dimension sea comparable o superior a dicho radio, hay que
utilizar la expresion general de la gravitacion y deducir de ahi la energia
potencial correspondiente. Nosotros nos limitaremos al caso aproximado en
el que la expresion (5.12) es valida.

Ahorabien, las fuerzas elementales (gravitacion y electromagnetismo) son
conservativas, por lo que para un sistema aislado, no importa lo complejas que
sean sus interacciones internas, la energia total se conserva. De la condicion
que tienen que cumplir las fuerzas conservativas se sigue que éstas solo pueden
depender de la posicién, de forma que la fuerza de rozamiento de un cuerpo
moviéndose en un fluido, que depende de la velocidad, no es conservativa.
En este caso, el cuerpo pierde energia continuamente disipandola al entorno.
Sin embargo, si consideramos el sistema formado por el cuerpo y el fluido,
entonces todas sus fuerzas internas, incluidas las que dan lugar a la
friccion, son, en su origen, conservativas y la energia total se conserva.
Lo que ocurre es que hay una transferencia de energia de una parte de ese
sistema (el cuerpo que se mueve) a otra parte (el fluido).

La magnitud fisica, medible, que actia sobre un cuerpo, es la fuerza,
mientras que la energia potencial es una variable cuyo significado reside
Unicamente en la fuerza que genera. Asi, dos energias potenciales de las
que se derive una unica fuerza son equivalentes, en particular, dos energias
potenciales que difieran en una constante aditiva son equivalentes. A partir de
la expresion de la energia potencial se puede derivar univocamente la fuerza
gue genera, pero a partir de una fuerza no se puede deducir univocamente la
energia potencial de la que deriva porque siempre se pueden afiadir constantes
aditivas arbitrarias.

En el caso de la expresion (5.12), hemos fijado la constante conviniendo
implicitamente que la energia potencial es cero cuando la altura a la que se
encuentra el cuerpo es cero. Para alturas positivas, la energia potencial es
positiva, mientras que para alturas negativas es negativa. Pero podriamos
haber escogido una forma equivalente:

U =mgz —mgz,

donde z, es una altura fija. Esta expresion genera la misma fuerza que la
anterior, pero difiere de ella en una constante aditiva. Ahora convenimos en
fijar el origen de energias en z, (U(z,) = 0). Para alturas superiores, la energia
potencial es positiva y para alturas inferiores es negativa. Fijar la constante
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arbitraria en la definicion de la energia potencial es, por tanto, equivalente a
fijar el punto en el que la energia potencial se toma igual a cero. Por supuesto,
una vez elegido un origen de energias potenciales en un problema, es preciso
mantenerlo durante todo su desarrollo.

Conversion de energia cinética en potencial en el salto

Ya dijimos en el primer capitulo que la altura que podia alcanzar una
persona en salto vertical era del orden de 60 cm (entendido como la altura a
la que llega su centro de gravedad a partir de su situacion en el momento del
despegue).

V=0
.
=, h
I - M
cM 20 Zo
-
Impﬁl:m Despegue Vuelo
E .;p maxima E 0

cin cin ~

Altura maxima

Fig. 5.8. Salto en vertical. La altura a la que se eleva en centro de masas como resultado de
la velocidad de despegue es h.

Durante el impulso, la persona que salta imprime a su cuerpo una velocidad
hacia arriba, de forma que posee, en el momento del despegue, una cierta
energia cinética que se ird transformando en energia potencial segin asciende
hasta ser Unicamente energia potencial en el punto de altura maxima. Si la
masa de la persona es de 70 kg y alcanza una altura de 50 cm, la energia total
seré:

E=mgz=70x9,8x0,5=343J

que es también la energia cinética de salida y, por lo tanto, el trabajo que han
debido hacer los masculos de las piernas es de 343 J. Teniendo en cuenta que
para desarrollar un cierto trabajo muscular hay que gastar una cantidad de
energia metabdlica cuatro veces superior, la energia consumida en este salto
vertical es de 343x4 =1.372 J ~ 0,33 kcal. Para alcanzar la altura de 50 cm,
la velocidad de despegue tiene que ser:
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V=4/2x9,8x0,5=31m/s

y el tiempo de impulso es aproximadamente de medio segundo. Por lo tanto,
la potencia media desarrollada durante el impulso hacia arriba ha sido:

3431
0,5s

P ~ 686 W

que es una potencia equivalente a 0,9 caballos de vapor. En el salto intervienen
las dos piernas, con un peso total de unos 24 kg, de los que aproximadamente
un 40 por ciento corresponden a tejido muscular, lo que da una potencia
especifica durante el salto de unos 71 W/kg, que esta en los margenes
calculados anteriormente, teniendo en cuenta que se ha tomado una longitud
de extensiéon de 50 cm (ver la tabla 1.2 del capitulo 1), lo que implica que
la contraccion de los musculos saltadores ha sido superior al 20 por ciento
considerado al deducir el valor de la potencia especifica.

Un buen saltador de altura puede elevar su centro de gravedad con una
sola pierna por encima de los 80-90 cm, debido a que sus musculos tienen una
preparacion especial y a que durante la carrera de ataque a la barra es capaz
de transformar parte de la energia cinética asociada al movimiento horizontal
en energia cinética de despegue a través de los tendones y otros ligamentos
elasticos capaces de acumular energia y liberarla cuando se expanden,
afadiéndose a la que se genera en el impulso vertical del salto. Aun asi, el
centro de masas llega a una altura del orden de 2,00-2,20 m suponiendo que,
en el momento de despegar, estaba a 1,20-1,30 m del suelo. Y, sin embargo,
la técnica de salto permite saltar alturas superiores pasando las distintas
partes del cuerpo por encima del liston aun cuando el centro de gravedad esté
permanentemente situado por debajo.
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Fig. 5.9. El salto de altura y el movimiento del centro de masas; z, es la altura inicial del
centro de masas y h la altura a la que éste se eleva como consecuencia del salto.

Cuando la cabezay los hombros pasan, las piernas y la parte baja del tronco
estan a una altura inferior, con el centro de masas por debajo de la barra. En
el momento en el que pasa la espalda, los brazos y las piernas se dirigen hacia
abajo y asi el centro de masas esta en un punto exterior al cuerpo, también por
debajo de la barra. Finalmente, las piernas y la parte inferior del tronco pasan
cuando ya la cabeza y los hombros estan cayendo.

Otro ejemplo interesante es el de los giros alrededor de la barra fija, en los
que hay también conversion de energia cinética en potencial y viceversa, y
aportes de energia muscular. En efecto, si el gimnasta esta en posicion vertical
completamente estirado apoyandose en las manos sobre la barra, tal como
representa la primera fase de la figura 5.10, su energia potencial es igual a
mgz, siendo m su masa y z, la altura a la que se encuentra el centro de masas
sobre el suelo. Cuando el gimnasta gira por efecto de la gravedad y pasa a
estar colgado de la barra en posicion vertical, ha perdido una energia igual
a mgAz, donde Az es la diferencia de alturas entre las dos posiciones del
centro de masas, y ganado una energia cinética equivalente. Si completara
una vuelta y no hubiera rozamiento, entonces volveria a la posicion inicial de
energia potencial méxima y energia cinética cero, pero como hay pérdidas
por rozamiento, no se puede elevar hasta la altura de partida. Pongamos que
el rozamiento hace que el centro de gravedad, una vez completada la vuelta,
quede 5cm por debajo de la altura inicial.
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Fig. 5.10. Giro alrededor de una barra. La pérdida de energia por rozamiento se compensa
con el impulso muscular para recuperar la posicion vertical tras cada vuelta.

Si el gimnasta mantuviera la posicion rigida, no completaria la vuelta. Lo
que hace, sin embargo, es plegar los brazos ligeramente seglin va ascendiendo,
de forma que, aun cuando el centro de masas esté 5 cm por debajo de la altura
inicial después de haber descrito una espiral, se encuentre en la vertical aunque
la distancia del centro de masas a la barra es ahora 5 cm menor que antes.
En ese momento los muasculos de los brazos empujan la barra, estirandose
y haciendo un trabajo igual a la energia perdida hasta que el cuerpo esta de
nuevo completamente estirado en la posicion de partida para iniciar un nuevo
ciclo.

5.1.4 Curvas de energia potencial en una dimension
Propiedades de las trayectorias

Existen energias potenciales que dependen de una sola coordenada y, por
lo tanto, las fuerzas que de ellas se derivan solo tienen una componente dis-
tinta de cero. Si la velocidad inicial es cero o esta contenida en el eje asociado
a esa variable, entonces el movimiento es unidimensional. Empezaremos
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estudiando el caso del movimiento a lo largo del eje Z para un cuerpo que
se mueve por efecto de la fuerza gravitatoria terrestre que, como sabemos,
deriva de una energia potencial U = mgz.
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Fig. 5.11. Energia gravitatoria asociada a la gravedad terrestre y descripcién cualitativa del
movimiento de un cuerpo con energia total igual a 12,9 J y posicion inicial A. En la figura
de la izquierda se puede apreciar la energia cinética y potencial del cuerpo en funcion de la
posicion en los puntos A, B y O, mientras que en la de la derecha se representa su trayec-
toria real a lo largo del eje Z.

La energia total de una particula moviéndose a lo largo del eje Z en dicho
potencial sera:

E :%mv2+mgz

El valor de la energia viene determinado por las condiciones iniciales
(posicion y velocidad) y permanece constante en el tiempo. En la figura 5.11
puede verse que, en cualquier punto de la trayectoria, la energia consta de
dos partes, la energia potencial en ese punto y la energia cinética. Pero esta
Gltima es siempre mayor o igual que cero, de forma que debe cumplirse en
todo momento:

E >mgz

Por lo tanto, los puntos del eje Z en los que la energia total sea menor
gue la energia potencial son inalcanzables para la particula, es decir,
son puntos que estan por encima de la altura maxima alcanzable dadas las
condiciones iniciales del movimiento. El punto Z, en el que se cumple la
igualdad E = mgz,, es un punto de retorno debido a que la energia cinética es
igual a cero. Corresponde a la altura maxima que alcanza el cuerpo cuando se

desplaza a lo largo del eje Z justo en el instante en el que la velocidad se hace
cero y vuelve a caer.
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Supongamos que lanzamos un cuerpo de 1 kg hacia arriba desde la altura
de 0,5 m con una velocidad inicial de 4 m/s. Las energias cinética y potencial
en el momento inicial, en el que el cuerpo esta en la posicion A, son:

E(t=0)==mv*=8J

N |-

Ut=0)=mgz=491J

y, por lo tanto, la energia total es 12,9 J, que habra de conservarse durante todo
el movimiento. El cuerpo se desplaza hacia arriba en la figura 5.11.b (hacia
la derecha en el figura 5.11.a) y va ganando energia potencial al tiempo que
pierde energia cinética. El punto de retorno, B, que es el de maxima altura, se
alcanzard cuando toda la energia se haya convertido en potencial y la energia
cinética sea cero, es decir:

A partir de ese punto, el mdvil se mueve con velocidad negativa ganando
energia cinética y perdiendo energia potencial segun pierde altura. Cuando
llega otra vez al punto A, pero moviéndose hacia abajo, la energia potencial
es igual a la inicial y, en consecuencia, la energia cinética es también igual
a la inicial, es decir, se mueve a 4 m/s pero hacia abajo. A partir de ahi sigue
bajando, ganando mas energia cinética y perdiendo energia potencial. Asi,
cuando llega al punto C, a la altura z = 0, la energia potencial es cero y, en
consecuencia, la energia cinética tiene que ser 12,9 J, lo que corresponde a

una velocidad: SE
v=,— =508 mfs
\/ m

A lo largo de la trayectoria la energia potencial se transforma en cinética y
viceversa, con la condicion de que su suma sea siempre la misma. Una central
hidroeléctrica transforma la energia potencial del agua situada en la parte
alta del embalse, a una cierta altura, en energia cinética de esa misma agua
cuando cae hasta la base de la presa, y esta energia cinética se transforma
después en nuevas formas de energia cinética o potencial, por ejemplo en
corriente eléctrica.

Las mismas nociones son validas para una forma cualquiera de energia
potencial. Consideremos, por ejemplo, la de la figura 5.12.
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Fig. 5.12. Curva de energia potencial. La fuerza que deriva de esta energia potencial
esrepulsivade O ax_, atractivaentre x_y Xy repulsiva, de nuevo, para x > x . Estan
dibujados los puntos de retorno para diversos valores de la energia y estados iniciales. U,
es la energia potencial para x — .

Supongamos que la particula estd infinitamente alejada del origen y viene
desde la derecha, lo que implica que su energia total, E, tiene que ser supe-
rior a U,. La energia cinética en el infinito era E, — U, y, a medida que avance
hacia la izquierda, ird ganando energia potencial y perdiendo energia cinética
hasta llegar a la posicion x, en que, suponiendo que E, > U, (lo que corres-
ponde a la linea horizontal mas alta en la figura) pasara con una energia ciné-
tica E, — U,. Apartir de ese momento, volvera a ganar velocidad segln pierda
energia potencial, llegard al minimo en el que toda la energia es cinética y lo
sobrepasara ganando energia potencial hasta llegar a un punto, x_, en el que
la energia cinética es cero, lo que significa que se ha anulado el modulo de
la velocidad (hasta ese momento negativa) y cambia su sentido para moverse
hacia la derecha con velocidad positiva. El punto x_ es el punto de retorno y
se calcula sabiendo que en €l toda la energia es potencial:

E, =U (%)

La particula, finalmente, acabara moviéndose indefinidamente hacia la
derecha recuperando los valores de energia cinética y potencial del inicio.

Supongamos ahora que la particula tiene una energia total, E,, tal que:
UO > EZ > U1

En este caso, el movimiento dependera de la posicion inicial. Si en un
cierto instante, la particula se encuentra a la derecha de x,, el movimiento sera
de nuevo infinito con un sélo punto de retorno X en el que “rebota” al agotar
toda su energia cinética y transformarla en potencial. Si, por el contrario, se
ubica a la izquierda de x, entonces la particula sélo puede moverse entre dos
puntos de retorno x_, Y X.,. El movimiento es finito y transcurre cambiando
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continuamente energia potencial, que es maxima en los puntos de retorno por
energia cinética, que es maxima en el minimo de la energia potencial. Los
puntos de retorno se obtendran también a partir de la ecuacion:

E, =U(X:)

que para este valor de la energia tendra tres soluciones.

Por ultimo, si la energia E, es menor que U,, la particula solo puede existir
en la zona del minimo moviéndose entre los dos puntos de retorno solucion
de la ecuacion:

E, =U (x,)

que tendrd, para este rango de valores de la energia, dos soluciones. Notese
que es imposible la existencia, en este potencial, de una particula con energia
total menor que cero, ya que eso implicaria una energia cinética negativa.

La fuerzay la energia potencial
Para el caso de una dimension, sabemos que:

_du(x)
dx

F=

que es la primera componente de la ecuacion general:
F = —gradU (r)

para el caso en que U sblo dependa de la variable x. Por lo tanto, la fuerza
es positiva para pendientes negativas de la energia potencial y negativa para
pendientes positivas. En la figura 5.13 se ha indicado la direccion de la fuerza
en los distintos tramos de la coordenada x. La fuerza, por lo tanto, va siempre
hacia los minimos de la energia potencial y en sentido contrario a los maximos.
En esos puntos, maximos y minimos, la pendiente es cero y, en consecuencia,
la fuerza es también cero o, lo que es lo mismo, son puntos de equilibrio.

Pero el equilibrio en los minimos de la energia potencial es estable porque
si una perturbacion externa separa ligeramente al sistema de la posicion de
equilibrio, las fuerzas que se derivan de la energia potencial van en direccion
al minimo y tienden a recuperar la posicion de equilibrio, mientras que en
los méximos, cualquier desviacion aleja al sistema de esa posicion y, por lo
tanto, estan en equilibrio inestable. Asi, todo minimo en la energia potencial
representa una posicion de equilibrio estable, mientras que todo maximo
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representa una posicion de equilibrio inestable. Por otra parte, en las zonas
en las que la energia potencial crece con x, la fuerza es negativa, mientras
que es positiva en las zonas en las que decrece con x, |0 que hace que la
fuerza tienda a llevar a los cuerpos hacia los minimos de la energia potencial.

Enlace molecular

Los &omos en una molécula, y las moléculas entre si, interaccionan
debido a que estan constituidos por electrones y ndcleos cargados eléctrica-
mente. Las fuerzas resultantes son atractivas o repulsivas dependiendo de la
distancia y derivan de una energia potencial cuya forma es similar a la de la
figura 5.13.

Cuando los a&tomos estan tan cerca que sus cortezas electronicas empiezan
a “tocarse” , la interaccion es fuertemente repulsiva, lo que implica que para
distancias proximas a cero la energia potencial tiene que tener una pendiente
fuertemente negativa. Cuando la distancia entre los atomos tiende a infinito,
la fuerza tiende a cero y la energia potencial tiene que tender a una constante,
que se suele tomar igual a cero por convenio, aunque ya sabemos que su
valor es indiferente y lo Gnico importante son los gradientes, asociados a las
fuerzas. A distancias algo superiores a la de “contacto”, la interaccion es
siempre atractiva debido al juego de fuerzas entre las particulas cargadas
de ambos atomos y a las deformaciones que inducen dichas fuerzas, lo que
se traduce en que la forma de la energia potencial es la que se representa en
la figura 5.13.

1|

Estado excitado

F

ﬂ"‘{]‘ F<0
dx ~ TS

<0, F=0 Estado

dx

Punto de
equilibrio

Fig. 5.13. Energia potencial tipica de la interaccion entre dos atomos. Cuando la energia es
negativa nos encontramos ante un estado ligado de los dos 4&tomos, es decir, una molécula.
Las flechas indican la direccion e intensidad de la fuerza.
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En el contexto de la Fisica Clasica, los atomos pueden estar en cualquier
estado de energia. En particular, si se encontraran en reposo a la distancia
que corresponde al minimo de la energia potencial, la energia cinética seria
cero, y estarian en equilibrio estable, ligados formando una molécula. Pero
esta situacion no es posible en el mundo subatémico, regido por las leyes de
la Mecanica Cuantica, como veremos en el capitulo 23. Asi que el estado
mas estable, llamado también estado fundamental, tiene una energia negativa
pero siempre superior al minimo de la energia potencial. La posicion de los
atomos varia, entonces, oscilando entre los dos puntos de retorno, aunque
siguen estando ligados en una molécula: los atomos vibran alrededor de la
posicion de equilibrio.

La energia total puede aumentar debido a aportes externos de energia,
por ejemplo a choques con otras moléculas, en cuyo caso los 4tomos
oscilan con una amplitud mayor en estados Ilamados excitados. Solo
si la energia que se transmite a la molécula es tan grande que se hace
mayor que cero, los atomos ya no permanecen ligados y se separan
indefinidamente. La energia que hay que dar a cada molécula para que se
rompa se llama energia de disociacion y su determinacion nos indica la
profundidad del minimo de la energia potencial. Esté claro que cuanto mas
profundo sea éste, mas estable sera la molécula y mas dificil disociarla.
Para una molécula de cloruro sédico (NaCl), la distancia de equilibrio
entre los centros de los iones de sodio y cloro es de aproximadamente
0,236 nm =2,36x10""m = 2,36 A y la profundidad del “pozo” de energia
potencial es de unos 9,2x107°J =57 eV.

5.2 La energiay los seres vivos
5.2.1 La tasa metabdlica

La ley de conservacién de la energia es un principio determinante en el
comportamiento de cualquier sistema fisico. La energia no es un concepto sen-
cillo, como la masa de un cuerpo, la carga eléctrica o el nimero de particulas.
Es algo mucho mas abstracto, suma de dos variables llamadas energia cinética
y energia potencial, cuya Unica particularidad resefiable es que se conserva a
lo largo de la evolucidn de un sistema aislado. Las posiciones y velocidades
de las particulas que lo componen variaran de acuerdo con las fuerzas en pre-
sencia, pero la combinacién de posiciones y velocidades que define la energia
tendré un valor constante.

Ya hemos visto la transformacion de energia cinética en energia potencial
mecanica, pero como veremos mas adelante, el calor es una forma de energia



Trabajo y energia. La tasa metabolica 235

cinéticay la energia quimica es una forma de energia potencial electromagné-
tica asociada a las posiciones de los &tomos en las moléculas y de los electrones
en los atomos. Los seres vivos estan continuamente procesando energia e
intercambiandola con el medio. Con los alimentos incorporan a su orga-
nismo la energia potencial contenida en las moléculas de los nutrientes,
transformandola en energia cinética de locomocion y de movimiento de
sus 6rganos internos, en calor y en la energia potencial contenida en las
moléculas que sintetiza.

Asi, para vivir, los seres vivos necesitan consumir energia de forma
sostenida a un ritmo que depende de varios factores, esencialmente el tamafio
del organismo y el tipo de actividad que necesite desarrollar. EI modo més
completo y mas frecuente de estimar la energia consumida en los animales es
a través del oxigeno gastado en la respiracion. En efecto, todas las reacciones
de las que se obtiene energia provienen de la oxidacion (“combustion”) de
determinados compuestos organicos, fundamentalmente de hidratos de
carbono y grasas. Cada reaccion de oxidacion desprende una cantidad de
energia distinta, pero ocurre que la cantidad de energia producida por
unidad de volumen de oxigeno es practicamente constante, del orden de
20.000 J por litro de oxigeno consumido. EI metabolismo de la glucosa
produce una cantidad ligeramente mayor y el de las grasas ligeramente menor,
pero la cifra consignada es un promedio bastante preciso.

Llamamos tasa metabdlica a la energia por unidad de tiempo consumida
por un ser vivo y tiene, por lo tanto, dimensiones de potencia. La tasa
metabodlica basal, P;, es la minima cantidad de energia por unidad de tiempo
necesaria para mantener la actividad vital. La nocion de tasa metabdlica basal
es confusa desde el punto de vista experimental, ya que implica que, por
debajo de ese valor, es imposible que un organismo se mantenga vivo. La
dificultad para definir un umbral de este tipo y la dependencia de los factores
externos en la tasa metabdlica minima aconsejan utilizar la tasa metabdlica
en reposo, medible en condiciones ambientales que se definiran con detalle
en el capitulo 7, en lugar de la tasa metabdlica basal. Sin embargo, el término
basal es utilizado de forma generalizada, por lo que, en este texto, ambas
expresiones (basal y en reposo) se utilizaran de forma equivalente. La tasa
metabolica basal de una persona de unos 70 kg de peso es de unos 80 W,
de los que 40 W se destinan al funcionamiento del cerebro, 15 W al corazény
el resto a los otros 6rganos internos. Esto quiere decir que en un dia, el gasto
energético minimo sera:

P,=80W x (24 x3.600) segundos/dia=6,9x 10°J/dia=1,65x 10°cal/dia=
1.650 kcal/dia.
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donde se ha expresado la energia en calorias y kilocalorias con la equivalencia
de 1 cal = 4,18 J ya especificada en la tabla 5.1. Asi pues, una persona necesita
para mantenerse en vida consumir un minimo de 1.650 kilocalorias por dia.
Mantener el tono postural en posicion erguida ya requiere un gasto energético
suplementario, y para desarrollar una actividad vital con esfuerzos fisicos
ligeros, es necesario asegurar un gasto energético medio, o tasa metabdlica
media, P_, de unas 2.500 kcal/dia, es decir:

p = 2,5x10°x 4,18 J

. ~120W
24x3.600 s

que es un promedio entre la tasa metabdlica en reposo y la tasa metabdlica
asociada a los esfuerzos moderados. El gasto medio de energia es, por lo
tanto, algo superior al de una bombilla (de 100 W). Méas adelante veremos
como varia la tasa metabdlica con el tamafio de un animal. Podemos ahora
estimar la cantidad de oxigeno que necesitamos consumir para generar esa
energia a lo largo de un dia:

120 W % (24 x3.600) s / dia
20.000 J /10,

=~ 500/0,/ dia = 0,36 [0, / mir

Consumimos, por lo tanto, unos 500 litros de oxigeno al dia, lo que implica
que, como hay un 20 por ciento de oxigeno en el aire, usamos diariamente
2,5 m3 de aire “fresco” en nuestra actividad normal.

La tasa metabdlica varia mucho en funcion de la actividad que se esté
desarrollando, desde los 80 W minimos hasta puntas de actividad fisica muy
violenta en que puede sobrepasar los 1.500 W.

Tabla 5.2. Tasa metabdlica (para una persona de unos 70 kg)
asociada a algunas actividades

. Tasa met. Consumo de
Actividad Tasa met. (W) (kcal/min) 02 (1/min)
Suefio 80 1,2 0,24
Paseo lento 250 3,6 0,75
Pedalear o . 500 72 15
nadar despacio
Jugar al futbol 620 8,9 1,9
Nadar rapido 750 11 2,2
Pedalear a 40
km/h 1.800 26 5,4
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5.2.2 Energética de la locomocion
Locomocidn por inercia

La energia mecéanica que un animal puede generar es sélo una fraccion de
la energia total consumida. Como ya hemos visto, los musculos transforman
energia quimica en movimiento, pero con un rendimiento bastante redu-
cido, del orden del 25 por ciento. Es decir, de cada julio gastado en el tejido
muscular, s6lo un cuarto se convierte en trabajo mecanico; el resto acaba por
eliminarse en forma de calor. Pero, ademas, hay que dedicar parte de la energia
disponible a otras funciones, por lo que ese porcentaje es el maximo alcanzable,
siendo normalmente mucho menor la parte de la energia total consumida que
se convierte en movimiento. La potencia mecanica desarrollada es siempre
menor que la potencia metabolica consumida, siempre por debajo del
25%. Porejemplo, cuando se pedaleaavelocidad moderadacel trabajo mecéanico
desarrollado es del orden de 100 W, de forma que la tasa metabdlica es de
unos 500 W (4 x 100 W + 100 W, estos tltimos asociados a la tasa metabdlica
en reposo) y se puede mantener el esfuerzo durante horas. Cuanto mas intenso
sea el ejercicio, mas grande puede ser el rendimiento mecénico, pero durante
menos tiempo se puede resistir. Desarrollar una potencia mecanica de 400 W,
es decir, una tasa metabolica superior a 1.700 W, sélo es posible durante
algunas decenas de minutos y solo esta al alcance de algunas personas espe-
cialmente dotadas y entrenadas. EI maximo de potencia mecanica que una
persona puede producir es unos 1.500 W en sprint, aproximadamente dos
caballos de vapor, lo que requiere un gigantesco consumo metabdlico de unos
6.000 W (nada menos que 1,4 kcal por segundo), pero no puede mantenerse
mas alla de unos pocos segundos.

Veamos ahora lo que se conoce como el modelo de locomocioén por inercia
introducido por A. V. Hill. Cuando un animal se desplaza a velocidad uniforme
sobre una superficie horizontal, si no hubiera rozamiento no deberia realizar
ningun trabajo para moverse, ya que la energia cinética es constante. Es lo
que ocurriria con un movil deslizando sin ninguna friccion. Sin embargo, los
animales necesitan mover las patas para desplazarse y este movimiento exige
gastar energia.
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v * v
=
Pierna derecha Pierna derecha Pierna derecha
velocidad creciente velocidad decreciente velocidad cero

Fig. 5.14. Modelo de locomocién por inercia.

Si el cuerpo se mueve a velocidad constante respecto del suelo, cada
pie estd en reposo mientras mantiene el contacto con el suelo. Para seguir
desplazandose a la misma velocidad, en cada zancada el animal necesita
levantar el pie, acelerar la extremidad correspondiente hasta alcanzar la
velocidad de marcha, rebasar la posicion del cuerpo y luego frenarla hasta
llegar de nuevo al reposo en el siguiente contacto con el suelo. Asi, un grupo
de musculos ha de acelerar la extremidad desde el reposo hasta una energia
cinética del orden de 1mevz, donde m_es la masa de la extremidad y v la
velocidad de desplazarr%iento, mientras que otro grupo tiene que decelerarla
desde ese mismo valor de la energia cinética hasta cero. En cada zancada, por
lo tanto, los musculos desarrollan un trabajo mecénico igual a dos veces la
energia cinéticamaxima de cada extremidad. Sil_es ladistancia de contraccion
y F_ es la fuerza muscular, tendremos:

FoxI = 21mev2
2

v= [Pk (5.13)
me

En esta expresion se ve que el numerador de la fraccion bajo el signo de
la raiz cuadrada es proporcional a la fuerza muscular puesta en juego por las
extremidades locomotoras, que es, a su vez, proporcional a la seccion de los
musculos, tal y como vimos en el capitulo 2, y a la distancia de contraccion,
que es una fraccion de la longitud de la extremidad. Teniendo en cuenta
ambos factores, resulta que dicho numerador es proporcional al volumen de
los musculos implicados en el movimiento. EI denominador, por su parte, es
simplemente lamasa de laextremidad, proporcional también asu volumen. Asi,
si dos animales tuvieran distinto tamafio pero las mismas proporciones
geométricas y la misma fraccion de masa muscular en las extremidades,
se moverian con la misma velocidad. Esta conclusion es chocante, pero se
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verifica aproximadamente en animales de similar forma corporal y distinto
tamafo, como gacelas o canguros. Ya veremos en el siguiente capitulo las
correcciones que es preciso hacer para describir de una forma mas precisa la
relacion entre velocidad de desplazamiento y masa corporal.

En consecuencia, en una primera aproximacion, el tamafio, a igualdad de
forma, no importa, pero proporciones distintas si que permiten velocidades
de crucero distintas. De la expresion (5.13) se sigue que para alcanzar grandes
velocidades conviene que las extremidades sean lo mas largas (I grande)
y lo mas ligeras posible (m, pequefa), y todos los animales veloces tienen,
en efecto, patas largas y finas. Claro que patas largas y finas implican poca
seccion muscular y, por lo tanto, poca fuerza F_. Asi, la configuracién
optima seria extremidades muy largas y ligeras, con los masculos que las
mueven ubicados en el tronco o en una zona poco movil a fin de no gastar
energia en su balanceo. Y eso es precisamente lo que ocurre con animales
especialmente adaptados a la carrera, como los caballos, ciervos, galgos o
avestruces, cuyas patas, largas y finas, son movidas por potentes grupos
musculares situados tan cerca del tronco como es posible mecanicamente, a
fin de minimizar su oscilacion.

Se ha comparado con frecuencia la eficiencia energética de la locomocion
bipeda y la cuadrupeda. El movimiento sobre dos extremidades es menos
fluido que sobre cuatro, gastdndose, por consiguiente, mas energia en las
sucesivas aceleraciones y deceleraciones del cuerpo en cada paso, mientras
que sobre cuatro extremidades habria menos consumo de energia al ser
el movimiento mas uniforme. Se ha especulado con el hecho de que la
posicion erguida de los humanos es poco eficaz desde el punto de vista de la
locomocion, pero esta compensada con creces por las ventajas adquiridas al
liberar las manos para transportar bebésy comida, o manipular herramientas.
Por otra parte, la locomocion bipeda requiere extremidades més largas, con
pasos mas amplios y menor frecuencia de paso, lo que implica una mayor
fraccion de fibras lentas, que son menos costosas energéticamente, pero,
al tiempo, la masa muscular relativa de las extremidades locomotoras en
relacion con el cuerpo es mas grande que en los cuadrupedos para poder
sostener la misma masa corporal.

Los datos experimentales muestran que, en conjunto, el coste energético de
ambas formas de moverse es practicamente equivalente. Asi, primates como
el chimpancé consumen la misma cantidad de oxigeno cuando se mueven a la
misma velocidad sobre dos o sobre cuatro extremidades. Y lo mismo ocurre
cuando se compara el gasto metabolico por unidad de longitud recorrida de
perros y pavos del mismo tamafio.
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El modelo inercial es interesante porque permite obtener conclusiones
cualitativas validas, pero tiene muchas limitaciones debido a que no tiene en
cuenta muchos otros factores, por ejemplo el movimiento de balanceo, tanto
lateral como vertical, del centro de masas del animal mientras corre, lo que
implica que el gasto real de energia sea mayor. En el capitulo siguiente se hara
una evaluacion mas precisa del coste energético asociado a la locomocion.

Manteniéndonos todavia dentro del modelo inercial, el trabajo realizado
por los masculos de una pierna cuando una persona se mueve es igual a m v
en cada zancada. Si 7 es el tiempo que se tarda en dar una zancada, la potencia
P, que es preciso desarrollar para desplazarse a una velocidad v es:

_AW _mV?

At T

D

ysi L, es lalongitud de cada zancada, se cumple que L, = vz, de donde:

mv?

Py ==

Z

Tomemos, por ejemplo, el caso de un paseante que camina a una velocidad
de 1 m/s (3,6 km/h) con una longitud de zancada tipica de 0,9 m. Si pesa unos
70 kg, entonces la masa de cada pierna es del orden de 11 kg y la potencia
mecanica desarrollada sera:

lo que implica que los masculos de las piernas consumen cuatro veces mas,
unos 50 W para poder afrontar el esfuerzo que se les exige, aungque, como
ya hemos dicho, la energia consumida en el movimiento es superior debido
a los factores no tenidos en cuenta en el modelo. A la energia gastada en los
musculos locomotores hay que afiadir la necesaria para mantener todas las
funciones vitales durante la locomocion, mas la asociada al aumento de la
temperatura corporal y de los ritmos cardiaco y respiratorio, hasta completar
un total de més de 250 W, de acuerdo con la tabla 5.2.

Cuando se corre a una velocidad de 3 m/s (unos 11 km/h), bastante elevada
para una persona sin entrenamiento, la longitud de zancada asciende hasta 1,8
m aproximadamente y la potencia mecanica es:

11x27

P
® 1.8

=165W
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A esta velocidad, la potencia consumida por los masculos locomotores es
ya de unos 4 x 165 = 660 W y la mayor parte de la tasa metabdlica se dedica
a generar movimiento. Esta potencia mecanica de unos 160 W es la maxima
que se puede desarrollar durante periodos prolongados, del orden de horas.
A mayores velocidades, la potencia mecénica crece mucho (con el cubo de la
velocidad) y sélo puede mantenerse durante periodos de tiempo muy cortos.

La potencia muscular especifica maxima desarrollada por la mayoria
de los vertebrados es de unos 60 W/kg para las fibras lentas (constltese el
Apéndice 1 de este capitulo para ver una deduccién de esta cifra a partir de
la férmula de Hill). En cada pierna, aproximadamente el 40 por ciento de la
masa es musculo, por lo que el limite de la potencia mecanica de una persona,
sin ningun otro mecanismo adicional, seria de:

60x11x 20 ~ 260W
100

que es el maximo que una persona sin entrenamiento especifico puede
desarrollar durante un tiempo del orden de media hora. Esa potencia
equivale, con una longitud de zancada de 2,1 m, a moverse a unos 3,7 m/s
(13,5 km/h). En realidad es posible alcanzar velocidades superiores gracias a
otros factores: a) una fraccion mas grande de fibras rapidas, que son capaces
de alcanzar potencias mas altas durante tiempos muy breves; b) mediante un
entrenamiento especifico que aumente la fraccion de masa muscular en las
piernas; c) los glateos solo forman parte parcialmente de la estructura movil
de las piernas aunque contribuyen a moverlas, con lo que la masa muscular
activa es superior. Las velocidades alcanzadas por los grandes velocistas son
solo posibles, durante algunos segundos, gracias a la puesta en marcha del
metabolismo anaerobio en las fibras rapidas y a la contribucion de energia
elastica en tendones y ligamentos que hace menos costoso el movimiento de
oscilacion de las piernas.

Observacion. La potencia mecdnica desarrollada por los ciclistas. Ya
dijimos anteriormente que hay atletas de condiciones fisicas excepcionales
que pueden llegar a generar una potencia mecanica del orden de 400 W
durante tiempos del orden de una hora. Eddy Merckx, por ejemplo, fue capaz
de desarrollar una potencia mecanica media de 455 W durante una hora en
un ensayo de laboratorio realizado sobre bicicleta estatica en 1975. Por su
parte, Miguel Indurain, cuando bati6 el record de la hora en 1994, genero
una potencia media de casi 510 W, aunque, debido a su peso, la potencia por
kilogramo de masa corporal fue semejante a la desarrollada por los otros
grandes campeones del ciclismo.
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En las etapas contrarreloj de montafia, los grandes especialistas
alcanzan un promedio de 6 W/kg a 7 W/kg, lo que resulta, segun el peso
de cada uno, en una potencia mecanica total comprendida entre 400 W
y 450 W. De esa cifra, una fraccion muy importante corresponde al gasto
energético necesario para elevar el cuerpo y la bicicleta contra la fuerza
de la gravedad. En efecto, si consideramos un recorrido de 21,5 km con una
pendiente mediadel 7,5 por ciento (que son los pardmetros que corresponden
a la subida del Mont Ventoux), la diferencia de nivel, Az, que es preciso
cubrir es:

Az = 21.500><E =1.610m
100

Un ciclista de 65 kg sobre una bicicleta de 8 kg debe gastar, por tanto, una
energia E, sélo para cubrir ese desnivel contra la fuerza de la gravedad:

E =mgAz =73x9,8x1.610=1.151.800 J

La velocidad con que los campeones recorren una etapa de estas
caracteristicas es algo superior a los 20 km/h, por lo que en el caso que
estamos considerando, el ciclista tardaria en completar la etapa alrededor
de una hora, con lo que la potencia que es necesario desarrollar para
contrarrestar la gravedad resulta ser:

p= 1.151.800
3.600

=320W

gue, como se Ve, es una fraccion considerable de la potencia total generada.
El resto se gasta en el movimiento de las piernas y en contrarrestar la fuerza
del rozamiento con el aire y de las ruedas de la bicicleta con la carretera, es
decir, energia mecanica de traslacion.

A estas velocidades (de algo méas de 20 km/h) el gasto energético que hay
que hacer para vencer el rozamiento con el aire es del orden de 45 W. Como
vimos en el capitulo 3, la fuerza de rozamiento con el aire es proporcional
al cuadrado de la velocidad, lo que implica que la potencia necesaria
para contrarrestarlo es proporcional al cubo de la velocidad. Asi, en una
contrarreloj llana larga, la velocidad media es del orden del doble que en una
cronoescalada, por lo que la potencia consumida para vencer el rozamiento
es del orden de 45 x 2° = 360 W, mientras que no es necesario ahora gastar
ninguna energia para elevar el cuerpo contra la gravedad terrestre. Se ve,
por tanto, que en una cronoescalada el grueso de la energia consumida
se ““gasta” en ascender contra la fuerza de la gravedad, mientras que en
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una etapa contra el reloj llana se “gasta’ sobre todo en contrarrestar el
rozamiento con el aire. Una potencia mecanica de 400 W implica un consumo
metabolico del orden de 4 x 400 W = 1.600 W para mover los musculos de
las piernas més unos 200 W para atender al resto de las funciones vitales,
incluido el movimiento del diafragma, corazon, etc., lo que da como resultado
los aproximadamente 1.800 W de la tabla 5.2.

Como se ve también en esa tabla, el consumo de oxigeno asociado a ese
nivel de ejercicio es de unos 5.400 ml O,/min, oscilando en los ciclistas de
elite entre los 5.000 y los 5.500 ml O,/min, y superando esta cifra en casos
excepcionales, como Miguel Indurain, al que se le ha llegado a medir un
consumo de 6.400 ml O,/min. El consumo por unidad de masa corporal
para estos casos de ejercicio al maximo nivel de exigencia varia entre los
70y los 80 ml O,/(kg x min). Este ritmo puede llegar a superarse en pruebas
de atletismo y esqui de fondo, habiéndose llegado a medir en 1982 hasta
93 ml O,/(kg x min) para un esquiador de fondo escandinavo, lo que supone,
hasta la fecha, el récord mundial de consumo sostenido de oxigeno.

Pérdida de energia por rozamiento

Hemos dicho que las pérdidas de energia por rozamiento son pequefias
a velocidades no muy elevadas. Hagamos una estimacion de las mismas.
En el movimiento de las piernas hay un gasto energético por rozamiento en
las articulaciones, especialmente en las de las caderas. Gracias al liquido
sinovial se disminuye enormemente el coeficiente de rozamiento entre
las superficies de los huesos en contacto, consiguiéndose una eficiencia
mecanica muy grande. El coeficiente de rozamiento dinamico es del orden
de 0,003, mientras que la fuerza normal que soporta cada articulacion, para
una persona en equilibrio de unos 70 kg, cada una de cuyas piernas pesa unos
11 kg, es:

F, = (%x?O—ll)xQ,Sz 235 N

y la fuerza de rozamiento es:
F, =0,003x235=0,705N

Si en una zancada, los huesos de la articulacion se desplazan uno respecto
del otro unos 3 centimetros, el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento
en cada zancada y articulacion es:

W, =0,705x0,03=0,021J
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Tenemos que tener en cuenta que hay friccion en las dos caderas y en las
dos rodillas, mas el hecho de que la fuerza de contacto en la articulacion,
cuando se estd en movimiento, es superior a la que existe en el equilibrio
debido a los impactos de los pies contra el suelo. En total, el trabajo de las
fuerzas de rozamiento en todas las articulaciones, o lo que es lo mismo,
la energia perdida por friccion, es superior en mas de un factor diez a la
calculada considerando solo la cadera, unos 0,3 J en cada zancada. Para una
marcha lenta, la frecuencia de zancada es del orden de una por segundo, lo que
implica que la potencia disipada es de unos 0,3 W, lo que representa menos de
un 3 por ciento de la potencia mecanica desarrollada.

Si la frecuencia de zancada es superior, por ejemplo tres por segundo para
velocidades elevadas, la potencia disipada es del orden de 1 W, que sigue siendo
un pequefio porcentaje de la potencia total. Afadir el rozamiento existente en
el movimiento de las visceras y otros movimientos internos supone duplicar
aproximadamente la energia disipada, todavia muy pequefa respecto de las
energias puestas en juego en la locomocion.

Es méas importante el rozamiento con el aire, especialmente a grandes
velocidades. La fuerza de rozamiento es, segin vimos en el capitulo 3:

_ 2
2 =av
con.
m
o="9
VL

donde v, es la velocidad limite en caida libre en aire. Para una persona de 70
kg, teniendo en cuenta que dicha velocidad limite es, al nivel del mar, de unos
55 m/s:

_70x9,8
o =—

55°

~ 0,227 kg/m
Y la potencia disipada por el rozamiento con el aire seré:
P, =Fxv= av’

Para la marcha lenta, a 1 m/s de velocidad, la pérdida energética por
rozamiento con el aire supone unos 0,23 W, del mismo orden que la derivada
del rozamiento en las articulaciones, pero a una velocidad de 3 m/s, la pérdida
energética ya asciende a 6 W, que es el 4 por ciento de la potencia mecanica
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desarrollada. Si la velocidad es muy alta, por ejemplo 10 m/s (que corresponde
a la velocidad media de un sprinter de clase mundial en los 100 metros), la
potencia disipada es de unos 230 W, que es una cifra ya considerable. De ahi
que exista una diferencia notable en las marcas de las pruebas de velocidad
obtenidas en altura y a nivel del mar. En altura la densidad del aire es menor
y el pardmetro o es también menor, lo que implica que es menor la pérdida
energética por rozamiento con el aire.

5.3 Movimiento en torno al equilibrio. Movimiento armoénico
simple

5.3.1 La fuerza del oscilador arménico

En la anterior seccién hemos visto que los minimos de la energia potencial
corresponden a posiciones de equilibrio estable de los sistemas mecanicos.
En un minimo la fuerza es nula y, al separarse el sistema de él debido a
una perturbacion externa, la fuerza acta en el sentido de devolverlo hacia
la posicion de equilibrio. Cuando la separacion del minimo es pequefia,
cualquier curva de energia potencial puede aproximarse localmente (en la
proximidad del minimo) por una parabola, para el caso de una sola dimension.
Si resolvemos la ecuacién del movimiento para este caso, el resultado sera
aproximadamente valido cualquiera que sea la forma de la curva, con tal de
gue no nos alejemos mucho del minimo. Escogiendo el origen de coordenadas
en el punto de equilibrio (el minimo de la energia potencial) y tomando por
convenio como origen de energias el valor de la energia potencial en ese punto,
es decir, U (0) = 0, resulta:

U(x)= %kxz (5.14)
d?U (x)

donde k = {
dx

} se llama constante de recuperacion y tiene dimen-
siones: x=0

[K] = [energia]L? = [F] L = MT 2

pudiéndose expresar en Nm?, o bien en kg - s2. En esta aproximacion susti-
tuimos la energia potencial U (x) por la parébola (5.14), lo que s6lo puede dar
resultados validos cuando el movimiento no se aleja mucho del minimo. De la
energia potencial (5.14), se deriva una fuerza:

du _

F=-—=—kx _
- (5.15)
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y ambas expresiones se conocen como energia potencial y fuerza del oscilador
armonico. Laexpresion (5.15), que establece laproporcionalidad entre laseparacion
del equilibrio y la fuerza que ésta genera, es muy general y se conoce, en el &mbito
de las deformaciones elasticas de los materiales, como ley de Hooke.

La energia total, que se conserva, sera, por lo tanto:

E=E, +U = %mv2 + % kx? (5.16)

Xp A X

Fig. 5.15. Energia potencial de un oscilador arménico. Para el caso en el que el oscilador
se mueva con una energia total E, existen dos puntos de retormo, x = £ A, que corresponden
al caso en que la energia sea puramente potencial, E=U(x A), y la energia cinética igual a
cero. Para cualquier punto x, situado entre los puntos de retorno, la energia tiene una com-
ponente cinética y otra potencial.

Notese que la forma del potencial, en este caso, implica que todos los
movimientos serdn finitos y el moévil no podra separarse indefinidamente del
punto de equilibrio. Dada la simetria alrededor del punto x = 0, habra dos
puntos de retorno situados en x =+A, para los que la velocidad se anulara, y
que deberan satisfacer la ecuacion:

E :0+lkA2
2

_ [2E
A= \FT (5.17)

A la cantidad A se le llama amplitud del movimiento y, de la inspeccién
de la curva de la energia potencial, se concluye que el movimiento de un
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sistema alrededor de una de sus posiciones de equilibrio sera oscilatorio
entre los dos puntos de retorno.

Observacion. Muelles. Un ejemplo macroscopico habitual de fuerzas
proporcionales (y de sentido contrario) al desplazamiento, del tipo (5.15), lo
tenemos en los muelles. Cuando sujetan a un cuerpo en posicion horizontal,
el equilibrio se encuentra en una posicion que corresponde a la longitud del
muelle en reposo, pero si desplazamos el movil de forma que el muelle se
alarga o se acorta, entonces éste ejerce una fuerza sobre el cuerpo siempre
en el sentido de llevarlo a la posicion de equilibrio y tanto mas grande cuanto
mayor es la separacion de dicha posicion.

i — kx
1 i 2
\ i I
\ i 1
\ i |
\ i !
\ i !
\ i !
\ !
\ : Fi :
‘ m s ; m
[ a'. pawWIAWW_]
-«
X 0 F X
a) b)

Fig. 5.16. a) Muelle en situacion de reposo. La masa m se encuentra en situacion de
reposo en el minimo de la energia potencial.
b) Se ha perturbado el estado de equilibrio alargando el muelle y llevando la masa m a
otra posicién. EI muelle ejerce sobre la masa una fuerza que tiende a restaurar el equilibrio
generando un movimiento oscilatorio alrededor de dicha posicién de equilibrio.

Puesto que el potencial armonico es una aproximacion cerca del
equilibrio de cualquier curva de energia potencial, todo sistema, aunque no
sea el caracteristico arrollamiento metalico de un muelle, o un fragmento de
caucho, se comporta de forma analoga a un muelle en las proximidades de
un estado de equilibrio estable. De hecho, todos los materiales responden a
este “comportamiento eldstico” dentro de un margen, tal como se vera con
mas detalle en el capitulo 16.

5.3.2 El movimiento oscilatorio simple

A partir de la forma de la fuerza (5.15), podemaos aplicar la segunda ley de
Newton y encontrar la ecuacion del movimiento:
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d?x
m—-=F = —kx 5.18
e (5.18)

cuya solucion general tiene la forma:
X(t) = Asen(w,t + @) (5.19)

donde A'y ¢ son constantes que se ajustan con ayuda de las condiciones
iniciales, llamadas amplitud y fase, respectivamente. Por su parte, «, es un
parametro llamado pulsacion, que no depende de las condiciones iniciales
sino de las propiedades intrinsecas del oscilador, k y m. En efecto, a partir
de la expresion (5.19) encontramos que:

. d°x(t) _ . d [ Aw, cos(w,t +¢)]

e ] = —mAw? sen(o,t + @) = —ma. x(t)
X

que es, precisamente, la ecuacion (5.18), con la condicion de que:

k
Wy = | —
® \m

Los parametros A Y ¢ se obtienen a partir de las condiciones iniciales,
X, Y V,, de la siguiente forma:

X, = X(0) = Aseng (5.20)
V, =X (0) = @ Acos¢ (5.21)
de donde:
VZ
A= x5 +-% (5.22)
0
tgp = 2% (5.23)

0

De la ecuacion (5.19) se sigue que la velocidad de la particula es:

v(t) = % = w,Acos(w,t + @) (5.24)
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por lo que, sustituyendo en la expresion de la energia total (5.16), queda:
E= % M. A*cos(wyt + @) + % Mo, A? sen® (ot + @) = % mo,A*>  (5.25)

Vemos en esta Ultima expresion, a partir de la dependencia explicita con
el tiempo de la posicion y la velocidad, que la energia total no depende del
tiempo y es, por tanto, una constante del movimiento. La energia cinética
si que varia a lo largo del movimiento, lo mismo que la energia potencial,
pero su suma permanece constante. El valor maximo de la posicion se obtiene
cuando la funcion seno de la expresion (5.19) vale 1, y su valor minimo cuando
vale -1, es decir:

—-A<x<A

y estas posiciones maxima y minima corresponden a los puntos de retorno,
tal y como se habia avanzado en (5.17). Justamente en estos puntos, en los que
la funcigﬁn sen (w,t +¢) esigual a +1, cos (w ¢ + ¢) = 0, lo que implica que
la velocidad se anula.

Durante su movimiento, hay una continua conversion de energia cinética
en potencial en el oscilador armonico y viceversa. Cuando éste pasa por el
origen, su posicion es cero, lo que implica que su velocidad es maxima, pero
segun va aproximandose al punto A, la fuerza arménica lo va decelerando
y pierde velocidad al tiempo que gana energia potencial, hasta que, cuando
llega a A, se detiene totalmente y toda su energia es potencial (almacenada
en el muelle o en el dispositivo que actUe sobre el cuerpo). A partir de ese
momento, la fuerza armonica lo lleva hasta el origen de nuevo, convirtiendo
la energia potencial en cinética, cuyo méaximo se produce al pasar de nuevo
por el origen en sentido contrario. EI mismo fenémeno se repite ahora hasta
llegar al punto —4 y volver al mismo estado de partida.

Justamente, cada cierto tiempo, el oscilador ocupa la misma posicion y la
misma velocidad, es decir, pasa por el mismo estado. Ese intervalo de tiempo
recibe el nombre de periodo, T, y es tal que hace que el argumento del angulo
que aparece en las expresiones de la posicion y la velocidad cambie en 27z
radianes, en cuyo caso, ambas funciones trigonométricas toman el mismo
valor:

o,t+T)+o=ot+¢+2r7

T= 2—7[ (5.26)
Wy
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El inverso del periodo, llamado frecuencia, f, es el nimero de oscilaciones
completas por unidad de tiempo:

1
f:?-% (5.27)

o

y tiene dimensiones de s, siendo el hercio, u oscilacién por segundo, su
unidad en el Sistema Internacional (Hz):

1Hz=1s"

A veces, ademas de la fuerza armdnica, actla sobre el cuerpo una fuerza
constante. Es el caso de un muelle colgado de un punto que sujeta un cuerpo
sometido a la fuerza de la gravedad a la vez que a la del muelle. Si llamamos
F, alafuerza constante, es facil demostrar, a partir de la ecuacion de Newton
correspondiente, que el cuerpo ejecuta un movimiento armonico simple, con
la misma frecuencia que si no hubiera fuerza constante, pero alrededor de un
nuevo punto de equilibrio, desplazado del punto de equilibrio previo en una
cantidad x, tal que:

F
X, =2
k
es decir, la ecuacion del movimiento es:
X =X, + Asen(w,t + @)

Notese que la nueva posicion de equilibrio corresponde a la situacion en la
que la fuerza arménica contrarresta exactamente la fuerza constante:

F,—kx, =0

5.3.3 Oscilaciones amortiguadas, oscilaciones forzadas y resonancias

En el mundo real, los sistemas macroscopicos oscilantes estan sujetos
a fuerzas de friccion con el entorno que disipan energia, disminuyendo
progresivamente la amplitud de las oscilaciones. Se trata del fendmeno del
amortiguamiento. Un oscilador que se mueve en un medio con friccion, que es
lo que observamos en la experiencia cotidiana, oscila de forma que la amplitud
va disminuyendo de forma exponencial hasta llegar asintéticamente al reposo.
Para el caso de una fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad, F, =—4v,
del tipo de las que ya vimos en el capitulo 3, puede demostrarse que laamplitud
de las oscilaciones decrece con el tiempo en la forma:
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_By
A(t) = Ae 2m

donde A es la amplitud inicial de la expresion (5.17). Puede haber casos en
los que el rozamiento es tan grande que el oscilador ni siquiera complete una
sola oscilacion y se mueva lentamente hacia la posicion de equilibrio.

Ejemplo. Hay insectos que, para aumentar la frecuencia de oscilacion de
sus alas, poseen estructuras elasticas de resilina en la articulacion de las alas.
Estas estructuras actuan como muelles que se deforman mediante la accién
de un masculoy vibran, con su frecuencia propia de oscilacion, generando asi
el movimiento de las alas. Mientras no hay una nueva contraccion muscular,
las alas se comportan como osciladores con un movimiento amortiguado
debido al rozamiento en las articulaciones y con el aire. La frecuencia de las
alas de algunos de estos insectos puede llegar hasta unas 600 oscilaciones
por segundo, es decir:

w, =600x 27 7"

Supondremos que la masa de cada ala es de 10 mg = 10-°kg, y el parametro
B es del orden de 20 s La frecuencia de los impulsos nerviosos de la

fotoneurona que excita el musculo que mueve el ala es, como maximo, de
unos 100 por segundo, lo que implica que entre cada dos de ellos consecutivos
transcurre una centésima de segundo. En esa fraccién de tiempo se producen
6 oscilaciones libres amortiguadas en las que la amplitud va decreciendo.
Suponiendo que, inmediatamente despuées de una contraccion muscular, la

amplitud de la oscilacion es A, al cabo de 10 segundos, justo antes de que
se produzca la siguiente contraccion, la amp(fltud habra disminuido hasta:

_ By

720><i 0.2
Ae ™ = Ag 100 = A ~(,82A

Es decir, durante las seis oscilaciones debidas Unicamente a la fuerza
armonica desarrollada por la estructura de resilina, la amplitud del
movimiento de las alas se ha reducido en casi un 20 por ciento. Una vez
transcurrido este lapso de tiempo, un nuevo impulso muscular vuelve a tirar
de la estructura elastica y recupera la amplitud de oscilacion original.

Consideremos ahora el caso de un oscilador armonico con friccion
sometido, ademas, a una fuerza externa que varia periédicamente con el
tiempo. En ese caso, el movimiento es la suma del movimiento propio de
oscilacion mas el inducido por la fuerza externa. El primer término contiene
la exponencial decreciente que se deriva de la presencia de la fuerza de



252 Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

friccion, su valor decrece con el tiempo y se anula asintéticamente. Por el
contrario, el segundo término, asociado a la presencia de la fuerza externa
periddica, de frecuencia igual a la de dicha fuerza externa, tiene una amplitud
constante y, a la larga, es siempre el dominante. En consecuencia, una vez
transcurrido el tiempo necesario para que el primer término sea despreciable,
un oscilador amortiguado sometido a una fuerza externa periodica describe
un movimiento armonico simple con la frecuencia de la fuerza externa y
una amplitud fija, no dependiente de las condiciones iniciales. ES lo que
ocurre, por ejemplo, cuando se empuja un columpio con una fuerza periddica.
A partir de un cierto instante, el columpio oscila con una frecuencia igual
a la de la fuerza externa y no la propia de su oscilacion libre. Por eso este
fendmeno se conoce como oscilaciones forzadas.

Puede demostrarse que la amplitud de las oscilaciones forzadas varia
enormemente en funcion de la frecuencia de la fuerza externa. Para un
cierto valor de la frecuencia externa, la amplitud de la oscilacion forzada
es maxima, y recibe el nombre de frecuencia de resonancia, mientras que
tiende a cero para valores muy distantes de dicha frecuencia de resonancia. En
particular, cuando el rozamiento es pequefio, la frecuencia de resonancia es
aproximadamente igual a la de oscilacion libre del oscilador. Este fenomeno,
de acoplamiento entre el oscilador y la fuerza externa de forma que,
para una cierta frecuencia de esta ultima, se optimiza la amplitud del
movimiento resultante, se conoce de forma general con el nombre de
resonancia.

Justamente, cuando se empuja un columpio con una fuerza periddica, éste
oscila con una amplitud méaxima cuando la frecuencia de la fuerza externa es
la de resonancia, que, en el caso de rozamiento pequefio, es muy proxima a la
frecuencia de oscilacion propia del columpio oscilando libremente.

El fendmeno de resonancia es universal debido a que todo sistema en las
proximidades del equilibrio se comportacomoun oscilador. Las perturbaciones
periddicas externas sobre dicho sistema se traducen en oscilaciones forzadas
cuya amplitud es enormemente dependiente de la relacion entre la frecuencia
de dicha perturbacion y la propia del sistema. La respuesta de éste es
marcadamente intensa justamente cuando se produce la resonancia.

En el caso del columpio, la resonancia se busca instintivamente ajustando
la frecuencia del impulso externo para que la amplitud de la oscilacion sea
méaxima. El vidrio de una ventana o de una copa es un sistema que oscila
alrededor de su posicion de equilibrio debido a multiples influencias externas.
El motor de un coche o el canto de una persona genera vibraciones e impulsos
sonoros que actuan como una fuerza periddica externa sobre el cristal v,
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cuando su frecuencia es la de resonancia, las oscilaciones del cristal resultan
amplificadas, fendmeno que es directamente audible en el caso de las ventanas
y, si superan el limite de rotura, acaban rompiéndolo. En la sintonizacion de
los aparatos de radio lo que se hace es modificar, mediante el sintonizador, la
frecuencia de oscilacion de un sistema electromagnético de forma que entre
en resonancia con una de las muchas ondas de radio que capta su antena,
justamente la que tenga una frecuencia igual a la de resonancia, y puede, asi,
amplificarla. Al mover el sintonizador se varia la frecuencia propia y, por lo
tanto, se selecciona la frecuencia de la onda externa que entra en resonancia
con el sistema. Todas las demas generan sefiales demasiado débiles para
oirse.

En el capitulo 22 veremos que en el oido de los animales existen drganos
vibrétiles que entran en resonancia con ondas sonoras externas de frecuencias
bien determinadas. Solo en el caso de interaccionar con una de éstas, la
amplitud de la oscilacion es suficiente para que se excite una fibra nerviosa
y se mande un impulso a través del nervio auditivo. El sonido se capta, asi,
como una superposicion de impulsos asociados a frecuencias diferenciadas.

5.4 Apéndice - Calculo de la potencia muscular especifica

Puede estimarse la potencia muscular maxima a partir de la formula de
Hill de la fuerza en funcion de la velocidad (ver el capitulo 2):

1—
VM

®1+bv

sabiendo que el maximo de potencia se produce cuando el musculo se contrae

a una velocidad del orden de % de la velocidad maxima. En efecto, la potencia
sera:
v
1-——
VM
1+bv

P=Fxv=Fyv (5.28)

Que, como sabemos, se anula parav = 0y v =v, Yy tiene un maximo
en un punto intermedio cuya posicion exacta depende del parametro b. Si
imponemos ahora que, de acuerdo con las observaciones experimentales,
el méaximo se produce para v~0,2v,,, podemos fijar b. EIl maximo de P
se calculara sabiendo que su derivada respecto la velocidad se anula en ese
punto:



254 Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

-2 ya- Yy
dP—F Vy, V| _

v % 1+bv o (Lrbv)? [

Simplificando, obtenemos:
bv? +2v-v,, =0
y despejando v:

V= % (5.29)

El maximo de la potencia se alcanza, por lo tanto, para el valor de v dado
por la ecuacion (5.29). Haciéndolo igual a 0, 2v,, y despejando b, tendremos:

1+bv, -1
&;012\%
b
b= 15
VM

Puede ahora verificarse que la velocidad dada por la expresion (5.29), con
15

b ==, es efectivamente igual a 0,2v,,. Calcularemos ahora el valor maximo
v
de la hpgotencia:
P, = F,x0,2v,, _ 1702 5 o04x F, XV,
1+=—x0,2v,,
VM

La potencia méaxima por unidad de masa muscular sera:
Pu_Fu _004FR Y,
m pV p S |
donde P es ladensidad del muasculo, que tomaremos igual a la del agua, y Vel
volumen, igual al producto de la seccion por la longitud. Tomando los valores
ya conocidos para la fuerza maxima de unos 300.000 N/m? y la velocidad de

contraccion maxima, para masculos de fibra lenta, de unas 5 longitudes por
segundo, resulta:
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P, 0,04

‘m 1000 kg / m?
que es el valor promedio medido experimentalmente.

x3x10°N /m*x5s"=60W /kg

5.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1 Sobre un cuerpo actda una fuerza F = (x*+y”)i+2xy].
Hallar el trabajo efectuado por la fuerza al moverse el cuerpo del punto (0,0)
al punto (2,4) en el plano XY siguiendo las siguientes trayectorias:

1. A'lo largo del eje X desde (0,0) hasta (2,0) y desde este ultimo punto
hasta el (2,4), paralelamente al eje Y.

2. Alo largo del eje Y desde (0,0) hasta (0,4) y desde este Gltimo punto
hasta el (2,4), paralelamente al eje X.

3. A'lo largo de la recta que une los puntos inicial y final.
4. Alo largo de la pardbola y = x2.

5. Encontrar la energia potencial de la que deriva esta fuerza.

Sol.: 1), 2), 3), 4) W =%J; 5) U :%x3+xy2

Ejercicio 5.2 Una persona salta sobre un trampolin que esta a 5 m de
altura sobre el nivel de la piscina con una velocidad ascendente de 3 m/s.
Calcular: a) la altura maxima que alcanza su centro de gravedad sobre
el trampolin, y b) la velocidad con la que toca el agua, suponiendo que la
distancia entre el centro de gravedad y las manos es de 1 m en la posicion en
la que se sumerge.

Sol.:a)h=46 cm; b)v=93m/s

Ejercicio 5.3 Un esquiador se desliza en un llano con una velocidad de
15 m/s. La pista tiene un tramo ascendente de 50 m de largo con un desnivel de
4 m. Calcular la velocidad al final de la rampa, a) para el caso sin rozamiento,
b) suponiendo que el coeficiente de rozamiento dindmico entre los esquies y
la nieve es de 0,1. Si la rampa continGa con la misma pendiente, calcular: c)
la distancia al cabo de la cual el esquiador se detendra.

Sol.. ayv=12m/s; byv=70m/s; c)jd=64m
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Ejercicio 5.4 Un automdvil de 1.000 kg que se mueve a 30 m/s inicia la
subida de una cuesta en punto muerto y recorre 150 m antes de detenerse.
Suponiendo que la subida tenga una pendiente del 7 por ciento, ¢cuél es el
coeficiente de rozamiento con el suelo suponiendo que el rozamiento con el
aire es despreciable?

Sol.. u=0,24

Ejercicio 5.5 Un saltador de pértiga llega al punto en el que inicia el salto
con una velocidad de 10 m/s. Suponiendo que la pértiga permite transformar
energia cinética en potencial sin ninguna pérdida, calcular la altura maxima
sobre la que puede pasar. Se supondra que el centro de gravedad estda 1 m
de altura sobre el suelo en el momento del despegue, que la masa de la
pértiga es despreciable frente a la del cuerpo del atleta, que la técnica de
salto le permite superar el liston aun cuando su centro de gravedad esté
20 cm por debajo y que es necesaria una velocidad residual para poder pasar
sobre el liston de 1 m/s.

.
1 [] " €
4

Sol.: h=6,25m

Ejercicio 5.6 La central hidroeléctrica de Aldedvila, en el rio Duero,
tiene una potencia instalada de 1.140 MW y produce, por término medio,
2.500 GW/h de energia al afio. La altura del salto de agua que sirve para
transformar la energia potencial del agua embalsada en energia eléctrica es
de 140 m:

1. Calcular la potencia media anual realmente desarrollada.

Fig. 5.17. Saltador de pértiga.

2. Calcular el caudal de agua que cae cuando esta funcionando a la maxima
potencia

Sol.: 1) P,... =285 MW, 2) Caudal maximo = 830 m3/s

edia
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Ejercicio 5.7 Calcular el trabajo que hace una fuerza horizontal para
arrastrar un cuerpo de 10 kg de masa a lo largo de 10 metros, con velocidad
constante, sobre una superficie con un coeficiente de rozamiento dinamico
u=0,6.

Sol.: W =588 J

Ejercicio 5.8 Se arrastra la misma masa que en el problema anterior
con una fuerza que tira de ella y forma un angulo de 30° con la horizontal.

Calcular de nuevo el trabajo de la fuerza al desplazar el cuerpo a velocidad
constante a lo largo de 10 m (ver figura 5.18).

mg

Fig. 5.18. Desplazamiento horizontal de un cuerpo por una fuerza oblicua.

Sol.: W =436 J

Ejercicio 5.9 Sobre una particula actia una fuerza que deriva de la
siguiente energia potencial:

U(x)=3x"-x°
1. Trazar el grafico de U (x).

2. Determinar la direccion de la fuerza en los intervalos apropiados de la
variable x.

3. Analizar los posibles movimientos de la particula para diferentes valores
de su energia total.

4. Hallar las posiciones de equilibrio.

Sol.:2) [-»,0]>F>0; [0,2]>F<0; [2,%]>F>0

3) E >4 — infinito; E <4 (-1<x<2) - finito; E < 4 (x > 2) — infinito
4) x =0, estable; x = 2, inestable

Ejercicio 5.10 Un cuerpo de 1 kg de masa se halla pendiente de un hilo
sin masa de longitud igual a 1 m y sujeto por el otro extremo. Lanzamos
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horizontalmente un proyectil de 20 g de masa que choca con el cuerpo y
queda incrustado en él. Utilizando la conservacién del momento en el choque,
calcular: a) la velocidad minima del proyectil para que, tras el choque, el
conjunto describa una circunferencia en el plano vertical; b) la energia que
se pierde en el momento del choque y se disipa en forma de calor.

Ayuda: el cuerpo debe llegar a la posicion mas elevada con una velocidad
suficiente como para que la fuerza centrifuga compense su peso y el hilo siga
tenso.

Sol.: @) v =357 m/s; b) 1.250 J = 98 por ciento de la energia incidente.

Ejercicio 5.11 Una bala de plomo incide sobre una superficie rigida de
acero. Sabiendo que el calor especifico del plomo es 0,03 calorias por gramo
y por grado, y que la temperatura de fusion es de 327 °C, calcular la velocidad
con que tiene que incidir para que se funda suponiendo que el 90 por ciento
de la energia de colision es absorbida por la bala en forma de calor (la
temperatura ambiente es de 20 °C).

Sol.: v=292m/s

Ejercicio 5.12 Un lanzador de peso necesita imprimir a la bola, que tiene
una masa de 7 kg (y al antebrazo y mano, que supondremos con una masa
igual a 2,3 kg) una velocidad de 14 m/s. Sabiendo que la velocidad del tronco
en el momento de lanzar es de 3 m/s y que la distancia a lo largo de la cual
el musculo extensor empuja al antebrazo y peso es de 90 cm, calcular: a)
el trabajo realizado por dicho masculo, b) la fuerza que ha debido ejercer
a lo largo de la distancia de aceleracion, c) el radio del mdsculo extensor
(recordar que la fuerza muscular es del orden de 30 N/cm?).

Sol.: @ W=870J; b) F=966 N;c) r=32cm

Ejercicio 5.13 Unavionvolando a velocidad uniforme v debe contrarrestar
una fuerza de rozamiento proporcional al cuadrado de la velocidad

S 1
(recuérdese que una fuerza de ese tipo tiene la forma F; = ECApvaz).

Suponiendo que la potencia de los motores permanezca constante y que esta
volando a una altura en que la densidad del aire es p,, calcular: a) la relacion
que existe entre la velocidad en aire con una densidad distinta y la velocidad
y densidad iniciales, b) suponiendo que la densidad del aire varia con la
altura de acuerdo con la expresion p = p e°3¢%), donde z y z, se expresan
en kilémetros, calcular la velocidad a que se movera si el avion vuela 5 km
mas alto.
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L
3
Sol.: @) vz(%} Vo; b)) v=1,24y,

Ejercicio 5.14 ;Cual es la velocidad de consumo de oxigeno durante el
suefio suponiendo una potencia metabdlica de 80 W?

Sol.: VO,=4mlO,/s = 14,410 /hora

Ejercicio 5.15 Una persona de 70 kg sube un tramo de escalera de
10 m de altura en 25 s. { Qué energia metabdlica ha consumido y qué potencia
metabdlica ha debido desarrollar? (Témese una potencia metabdlica base
igual a 160 W y un rendimiento muscular del 25 por ciento).

Sol: E=30.720J; P=1230W

Ejercicio 5.16 La potencia mecanica de un ciclista pedaleando a una
velocidad constante de 6 m/s es de 130 W.

1. ¢Cual es la fuerza de rozamiento ejercida por el aire y la carretera?

2. Si se inclina y adopta una posicion mas aerodinamica, de forma que la
fuerza de rozamiento disminuye en un 20 por ciento, ¢qué velocidad alcanzara
con la misma potencia?

3. Si la potencia metabolica base es de 160 W'y el rendimiento muscular
es del 25 por ciento, ¢cuél es la velocidad de consumo de oxigeno?

Sol: 1) F=22N;2)v=75 m/s; 3) vo, =34 ml O,/s =122 1 O /hora

Ejercicio 5.17 Un escalador de 70 kg asciende por una pendiente hasta
alcanzar un desnivel de 1.200 m en 4 horas:

1. Calcular la potencia mecanica necesaria para cubrir ese desnivel.

2. Suponiendo que para caminar en llano necesita una potencia metabdlica
de 240 W y que el rendimiento muscular es del 25 por ciento, calcular la tasa
metabdlica total.

3. Si 100 g de cereales de desayuno proporcionan 380 kcal de energia,
¢qué cantidad de cereal debe ingerir para cubrir las necesidades energéticas
de la ascension?

Sol.: 1) P =57 W; 2) P = 468 W; 3) 424 g

Ejercicio 5.18 Consideremos un muelle con una constante de recuperacion
k = 500 N/m, que sujeta un cuerpo de masa m = 5 kg. En el instante inicial
se separa dicho cuerpo de la posicion de equilibrio una distancia igual a
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5 cm. Encontrar pulsacion, periodo y frecuencia de la oscilacion, asi como su
energia total. Escribir la ecuacion del movimiento.

Sol.: @, =10s™;T =0,63s; f =1,6 Hz; E =0,625 J; x(t) = 0,05c0s(10t) m

Ejercicio 5.19 Demostrar que promediando a lo largo de un periodo, el
valor medio de la energia cinética de un oscilador armonico es igual al de la
energia potencial e igual a la mitad de la energia total.

Ayuda: calcular lJ.TEcmdt = lJ'Tlmvzdt y lo mismo para la energia
potencial. T T2

Ejercicio 5.20 Una particula de masa m = 100 g esta sujeta a un muelle
colgado verticalmente. El otro extremo del muelle esta fijo al techo. Si el
muelle tiene una constante de recuperacion k = 20 N/m y longitud natural
(cuando esta en equilibrio sin peso alguno) |, = 10 cm:

1. ¢Cudl es la posicién de equilibrio?

2. Calcular el periodo de oscilacion.

3. Escribir la ecuacién del movimiento suponiendo que éste sea solo vertical

4. Si el muelle se estira mas all4 de la posicion de equilibrio en una longitud
igual a IZO y desde el reposo se deja oscilar a la particula, ¢qué velocidad

méaxima alcanza ésta?

Sol.: 1) z,=-14,9cm; 2) T=0,44 s; 3) z(t) = —0,149 + Asen (14,2 t + ¢);
4)v,,=0,35m/s

Ejercicio 5.21 Un pajaro de 100 g de masa se posa sobre un cable tenso.
¢Cual es su frecuencia de oscilacién sabiendo que, cuando esta en reposo, el
punto en el que se encuentra el pajaro ha descendido 5 cm desde la posicion
que ocupaba cuando no soportaba ningln peso?

Sol..v=2,2¢"

Ejercicio 5.22 El amortiguador de un coche de masa igual a 1.000 kg
tiene una constante de recuperaciéon k = 10° N/m. A causa de un bache, se
comprime 10 cm y el coche oscila verticalmente. Calcular:

1. La frecuencia de oscilacion sin amortiguamiento

B

2. La constante de amortiguamiento — necesaria para que, tras una

oscilacion, la amplitud se haya reducido a 1 cm (supdngase que la fuerza de
rozamiento en el amortiguador es proporcional a la velocidad).
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Sol.: 1) v, =1,657"; 2) P - 0,34, =3,4s™
2m
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Capitulo 6. Leyes de escala en los
seres vivos

6.1 Tamaiio y forma

Encontramos entre los seres vivos una enorme variedad de formas y
tamafios. Ambas caracteristicas son importantes y, en particular, el tamafio
es un parametro fundamental en la estructura y funcién de un organismo, asi
como para su propia supervivencia. Todos los seres vivos estan sujetos a
las leyes del mundo fisico, tales como la accion de la gravedad, la difusién
y transporte de calor, las propiedades elésticas de los materiales, la dinamica
de los movimientos, la tension superficial y otras, algunos de cuyos condi-
cionamientos no pueden, como veremos, satisfacerse para cualquier
forma o tamafio. La imaginacion de los escritores ha generado desde
tiempos inmemoriales toda clase de gigantes, pulgarcitos y liliputienses de
formas y funciones similares a las humanas, pero veremos en este capitulo
que no es tan facil conservar las funciones vitales de un organismo cuando
se extrapolan sus dimensiones: su configuracion corporal, su medio de vida,
su metabolismo, su reproduccion y el resto de las funciones vitales cambian
profundamente con el tamafio.

La forma, por su parte, es con frecuencia una funcion del tamafio. Como
también veremos, las patas de una ardilla o de una vaca no pueden tener
la misma estructura debido a la distinta masa de estos dos animales, ni
tampoco el tallo de una planta de trigo puede tener la misma proporcion
respecto de su altura que un arbol. El exoesqueleto es una solucion adecuada
para mantener la forma y proporcionar la rigidez necesaria para que los
musculos generen trabajo mecanico en animales de dimensiones reducidas,
pero sus prestaciones son muy mediocres cuando el tamafio aumenta y ha
sido necesario que aparezca el endoesqueleto para que existan animales de
grandes dimensiones. En una ameba es posible que el oxigeno se difunda
directamente hasta llegar a sus mitocondrias para oxidar a los nutrientes, pero
ese mismo mecanismo es inviable para animales grandes y complejos que

263
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han debido recurrir a la circulacién de un fluido, la sangre, para transportar
dicho gas.

Hay formas que son posibles para un tamario determinado, pero dejan
de serlo para un tamafio superior o inferior, por lo que se han producido
discontinuidades en el disefio de los organismos. Estos han debido cambiar
evolutivamente forma y tamafio, conjuntamente, para ser viables.

En la historia de los seres vivos, los tamafios grandes han aparecido
tardiamente. Los primeros organismos eran microscopicos y una gran parte
de los existentes hoy siguen siendo muy pequefios. Junto a éstos han aparecido
en el curso de los ultimos cientos de millones de afios organismos cada vez
mayores, de forma que puede detectarse, con caracter general, una tendencia al
aumento en las dimensiones de los seres vivos méas grandes en cada momento
de la historia de la vida.

.———f
Al aU=e
9;11 »:@ifgm 'ﬂ Hi\i&\mf::» Q Iu** ; 'l’;i“

Hyracotherium Mesohippus Merychippus

s r&_rs..-__'!ﬁ,ﬂ s

Fliohippus

Fig. 6.1. La evolucion del caballo a lo largo de 60 millones de anos. Ademas de modifi-
carse la estructura del pie, se ha producido un aumento progresivo del tamafio. Life Nature
Library (1964).

Ese volumen creciente no se ha conseguido aumentando el de cada
célula individual, sino aumentando su numero y variedad. En efecto,
las células que conforman todos los seres vivos son, con contadas excep-
ciones de organismos unicelulares, de dimensiones similares en todos ellos,
desde las pulgas a las ballenas, entre 10 m y 10° m (el cuerpo de las
neuronas tiene también este tamafio aproximado, aunque algunas de ellas
posean extensiones filiformes del citoplasma, llamadas axones, que llegan a
medir centimetros y hasta metros). Los animales grandes necesitan realizar
muchas funciones y muy complejas, lo que implica la especializacion
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celular y el agrupamiento de células en tejidos con funciones y estructura
especificas. Asi, el aumento de tamafio exige normalmente un aumento de
complejidad, en el sentido de una mas grande variedad y especializacion
celular, y, al tiempo, lo hace posible al permitir que un nico organismo esté
formado por enormes cantidades de células. Los mamiferos grandes, del
tamafio humano o superior, tienen billones de células pertenecientes a mas
de un centenar de clases distintas.

Sin duda, el tamafio puede ser adaptativo y de ahi su variabilidad evolu-
tiva. Por ejemplo, suele haber diferencias entre el tamafio de una especie con-
tinental y el de otra emparentada que ha evolucionado de forma auténoma
en una isla. Ser grande puede tener ventajas en la competencia con otros
organismos por recursos del entorno (piénsese, por ejemplo, en la ventaja
que supone para un arbol ser alto y recibir los rayos solares sin que la copa
de ningudn otro le haga sombra). Al mismo tiempo, requiere una cierta esta-
bilidad ambiental debido a la gran cantidad de recursos externos que se han
de consumir de forma continua. Por eso, ser grande puede también tener
inconvenientes, especialmente en momentos de crisis en los que cambian las
condiciones del medio. En todos los cambios profundos y repentinos suce-
didos en la historia de la Tierra, son los organismos mas pequefios los que
han contado con mayores posibilidades de supervivencia, lo que probable-
mente explica que en la extincion masiva que tuvo lugar hace 65 millones de
afios, sobrevivieran los dinosaurios méas diminutos, los que ya se habian con-
vertido en aves o estaban en camino de hacerlo, y también los microorgan-
ismos, los artropodos y los mamiferos, que en aquella época eran animales
de las modestas dimensiones de un ratén, acostumbrados, ademas, a salir
adelante en las dificiles condiciones creadas por la existencia de animales
mucho mas poderosos.

El limite inferior de las dimensiones de un ser vivo viene dado por el
tamafio de las moléculas complejas en las que se basa el metabolismo y
la reproduccion, es decir, el tamafio de proteinas y acidos nucleicos, pero,
en realidad, el tamafio minimo de un organismo auténomo debe ser muy
superior ya que la vida requiere la interaccion de muchas de estas moléculas.
Un virus no se considera un organismo auténomo; es un simple aglomerado
de material genético que necesita parasitar el mecanismo metabolico de una
célula para poder multiplicarse. Los organismos mas pequefios conocidos
capaces de realizar las funciones metabdlicas y reproductivas por si mismos
son los micoplasmas, algo mas grandes que los virus pero mas pequefios que
las bacterias; por ejemplo, el Mycoplasma pneumoniae tiene una masa de tan
s6lo 107 kg y un tamafio del orden de 10° m = 1 um.
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Fig. 6.2. (a) Microfotografia de transmisién de una seccién delgada del Mycoplasma
pneumoniae.

Este microorganismo tiene unadotacion genéticade entre 500y 1.000 genes,
mucho menor que la de la bacteria Escherichia Coli, por ejemplo, pudiendo
codificar tan s6lo unas 700 proteinas. Se considera que un organismo de este
tamafo y nivel de complejidad es el minimo imprescindible para poseer la
capacidad de replicarse autbnomamente.

Como veremos mas adelante, existe también un tamafio méximo para los
organismos terrestres, siendo muy superior el limite en el caso de los acuaticos
debido a la sustentacion en el agua. Asi, el animal mas pesado en toda la
historia de la Tierra es la ballena azul, con mas de 100 toneladas (10° kg),
mientras que el animal mas grande con un modo de vida completamente
terrestre ha sido probablemente el Baluchitherium, un pariente ya extinto del
rinoceronte, con una masa del orden de 30 toneladas, es decir, unas cinco a
seis veces mas pesado que el elefante africano. Los mas grandes dinosaurios
conocidos, los Braquiosaurios, llegaron a pesar unas 80 toneladas y se piensa
que vivian en un medio semiacuatico.
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Ballena azul
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Caballe Avestruz

Fig. 6.3. Tamafios relativos de los animales mas grandes conocidos, muchos de ellos ya
extintos. McMahon y Bonner (1986).

Entre los vegetales, la secuoya gigante puede llegar a tener una masa diez
veces superior a la de una ballena azul, pero la mayor parte de esa inmensa
mole es tejido muerto en forma de madera (lignina) que sirve para mantener
el arbol erguido. Si tomamos como limites superior e inferior la ballena azul
y el micoplasma, el cociente entre las masas de uno y otro es de 10%, es
decir, 21 6rdenes de magnitud separan el tamafio de ambos seres vivos. Para
hacernos una idea de la enormidad de esta cifra pensemos que una masa 10*
veces superior a la de un elefante equivale a toda la masa de la Tierra. En
la tabla siguiente se dan los 6rdenes de magnitud de la masa y la longitud
caracteristica de unos cuantos organismos.
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Tabla 6.1. Masa y tamaiio de distintos organismos
Organismo Masa Tamano medio
Micoplasma 107 kg 10°m=1um
Bacteria 107" kg 10°m =10 um
Tetrahymena (ciliado) 10 kg 10*m=0,1mm
Ameba grande 107 kg 10°m=1mm
Abeja 10 kg 102m=1cm
Hamster 107 kg 10"m=10cm
Humano 10° kg ~1im
Ballena azul 10° kg 10 m

6.2 Analisis dimensional

Como ya hemos visto, las magnitudes fisicas deben referirse a un con-
junto de unidades definidas de antemano y sus valores so6lo tienen sentido
en funcién de dichas unidades. De todas las magnitudes manejadas hasta
ahora, Unicamente la longitud, el tiempo y la masa son independientes desde
el punto de vista dimensional, pudiéndose expresar todas las demas en fun-
cion de estas tres (podrian tomarse como dimensiones independientes otras
tres magnitudes, por ejemplo la energia, la fuerza y la velocidad, aunque
nosotros seguiremos siempre utilizando como conjunto basico de dimen-
siones la longitud, el tiempo y la masa; lo importante ahora es que, en
ausencia de las interacciones electromagnéticas, sélo hay tres dimen-
siones independientes). Una primera consecuencia de este hecho es que
todas las ecuaciones que relacionan magnitudes fisicas deben ser consis-
tentes desde el punto de vista dimensional; es decir, todos los sumandos
en una expresion, asi como los dos miembros de toda ecuacion deben tener
las mismas dimensiones.

Otra consecuencia es que, en muchos casos, podemos encontrar la
dependencia entre magnitudes fisicas solo a partir de sus dimensiones sin
necesidad de conocer la dinamica subyacente. Por ejemplo, suponiendo que
sepamos que el periodo de oscilacion de un péndulo depende de su longitud
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y de la aceleracion de la gravedad g, aunque no la forma concreta de esta
dependencia, podemos partir de una forma genérica del tipo:

T =kxl®xg" 6.1)

donde k es una constante sin dimensiones, y encontrar los exponentes a y p
para que la ecuacién anterior sea dimensionalmente correcta. En efecto:

[T]=T=LaxLbxT2

de donde se sigue:

a+b=0
-2b=1
. . 1 1 .
y los valores que satisfacen estas ecuaciones son a = > b= 5 Es decir:

T:kﬁ
g

El anélisis dimensional no nos permite conocer el valor de la constante
adimensional k, que en este caso es igual a 2z, pero, sin tener que desarrollar
una teoria para el péndulo, podemos saber que su periodo varia con la raiz
cuadrada de la longitud, de forma que aumentando ésta en un factor 4 aumenta
el periodo en un factor 2, y también que es proporcional al inverso de la raiz
cuadrada de la gravedad, de forma que un péndulo cuyo periodo sea de un
segundo sobre la Tierra oscilaria en la Luna, cuya gravedad es un sexto de la
terrestre, con un periodo igual a J6=2455s.

Si no supiéramos a priori que el periodo es independiente de la masa
podriamos haber introducido un término en m® en la férmula (6.1) y nos
habria resultado que el exponente ¢ es cero, es decir, la independencia de la
masa puede detectarse también a partir del analisis dimensional.

Ejemplo. Encontrar, a partir del andlisis dimensional, la relacion entre
la velocidad de caida de un cuerpo y la altura desde la que se deja caer. La
velocidad no puede depender mas que de la altura, la masa y la aceleracion
de la gravedad, asi que:

v=kxh*xg”xm®

LT = L°L"T **M°® (6.2)

donde Kk es, de nuevo, una constante sin dimensiones. De la expresion (6.2)
deducimos que:

a+b=1
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1=2b
c=0

cuya solucion es a =b == . Es decir,

v=kyhg

Ya sabemos del capitulo 1 que k = V2, pero con ayuda del analisis
dimensional podemos encontrar la dependencia de la velocidad con la altura
y la gravedad y demostrar que no depende de la masa del cuerpo que cae.

N |-

Tienen especial importancia, en la descripcién de los fendmenos fisicos,
las magnitudes sin dimensiones, puesto que su valor es un nimero puro,
independiente de las unidades elegidas. Las mas sencillas son los cocientes
de magnitudes dimensionales, por ejemplo, el angulo (expresado en radianes)
es simplemente el cociente entre el arco correspondiente a dicho angulo y el
radio de la circunferencia, es decir, el cociente entre dos longitudes:

S

a=—
R

A S | S?'

Fig. 6.4. El angulo a = s/R no tiene dimensiones y, por lo tanto, es el mismo en los dos
casos aunque el arco y el radio tengan longitudes distintas en las dos circunferencias de la
figura.

El que una cantidad sea adimensional implica que vale lo mismo indepen-
dientemente del valor de las magnitudes que entran en su definicion, con tal
de que se expresen en las mismas unidades. Otra magnitud adimensional es el
coeficiente de rozamiento estatico u, definido como el cociente entre el modulo
de la fuerza necesaria para mover un cuerpo sobre una superficie solida y el
modulo de la fuerza normal que mantiene unido el cuerpo a la superficie. No
importa tampoco cual sea dicha fuerza normal; la fuerza necesaria para mover
al cuerpo tomara un valor tal que el cociente es una cantidad fija.
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Pueden definirse algunas cantidades sin dimensiones de interés en el mundo
de la biologia. Por ejemplo, la masa del corazén de los mamiferos dividida por
la masa corporal es siempre aproximadamente igual a 0,006 (el 0,6 por ciento)
con algunas desviaciones sélo en el caso de los animales méas pequefios:

Meor — 0,006
M

El periodo de gestacion de un animal en comparacion con la duracion
promedio de su vida resulta ser del 1,5 por ciento aproximadamente (con
la excepcion notable de los humanos en los que el tiempo de gestacion es
del orden del 1 por ciento). Mas adelante veremos muchas otras cantidades
adimensionales que parecen ser constantes en todos los seres vivos o, por lo
menos, en amplias clases de éstos, y que se caracterizan por ser independientes
del tamafio corporal.

Otras cantidades adimensionales ya introducidas en los capitulos prece-
dentes a propdsito del movimiento de los seres vivos y de las fuerzas de
friccion en un fluido son los numeros de Froude y de Reynolds. Ambos son
parametros sin dimensiones cuyo valor es independiente de las unidades en
que expresemos las magnitudes que los definen.

6.3 Leyes de escala

Llamaremos relaciones de escala, o leyes de escala, a la expresion de los
cambios funcionales y estructurales que tienen lugar como consecuencia
de los cambios de tamaiio (cambios de escala) en los organismos. La
estructura de éstos viene caracterizada por un conjunto, en principio muy
numeroso, de parametros, y en este capitulo nos referiremos a las variaciones
de algunos de éstos que resultan especificamente del cambio de escala del
organismo y no de otras causas. Aungue se tiene tendencia a pensar que
cambiar la escala de un sistema no tiene demasiadas consecuencias debido a
gue se mantienen las proporciones entre sus partes, ya desde antiguo se sabe
que no es asi, incluso en los sistemas mas sencillos. Por ejemplo, una cuerda
que crece manteniendo la misma proporcion entre anchura y longitud llegara
a romperse inevitablemente por su propio peso. En efecto, la resistencia a la
rotura depende sélo de la seccién transversal de la cuerda mientras que el
peso depende del volumen, de forma que este Gltimo crece mas rapidamente
que la seccidn vy, tarde o temprano, se llegara al limite de rotura. En los seres
vivos ocurren fendmenos parecidos que obligan a cambiar su organizacion
interna si su tamafio aumenta (o disminuye).
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6.3.1 Relaciones de escala isométricas

Dos cuerpos son semejantes cuando la razén entre las dimensiones
lineales que lo caracterizan es la misma, cualesquiera que sean éstas. Por
ejemplo, dos triangulos son semejantes si la razon entre los lados de uno y otro
es la misma para los tres, lo que implica que también lo es para las alturas, es
decir, los segmentos que parten de cada vértice y son perpendiculares al lado
opuesto, o cualquier otra magnitud lineal que se defina.

-

a) hy

:
, @

Fig. 6.5. Figuras semejantes. a) Triangulos cuyos tres angulos son iguales y cuyos lados
estan en la proporcién 1:2. b) Figuras irregulares semejantes. ¢) Todas las circunferencias
son semejantes porque estan caracterizadas por una sola longitud independiente.

Lo mismo ocurre con dos rectdngulos o dos figuras de forma irregular,
tal como puede verse en la figura 6.5. Dos circulos son siempre semejantes
porque estan caracterizados por una sola dimensién lineal que es el radio. En
tres dimensiones ocurre lo mismo: dos paralelepipedos, por ejemplo, son seme-
jantes si la proporcién entre las longitudes de aristas homologas es la misma
para las tres. Dos esferas son, de nuevo, siempre semejantes porque estan car-
acterizadas por una sola dimensién lineal. A los cuerpos semejantes se les llama
también isométricos, y a la operacion que los relaciona, isometria. Dos perros
con la misma forma son isométricos, del mismo modo que lo son, aproximada-
mente, un caballo percherén y un péney o Gulliver y un liliputiense.

Si la relacion entre las alturas de Gulliver y un liliputiense es de 10, el
que sean isométricos implica que también es igual a 10 la relacion entre
las longitudes de los brazos, piernas u orejas, o entre los diametros de las
cabezas.

Sea k larelacion entre las dimensiones lineales de dos cuerpos isométricos
(k =10 para el caso de Gulliver y el liliputiense). Entonces:
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L, = kL, 6.3
donde L, y L, son longitudes caracteristicas de los dos cuerpos.

Para objetos bidimensionales, por ejemplo, los tridngulos de la figura 6.5,
las areas son:

32:%szhz:%klekhl:kzs1

SZ— 22: 2
b -

La relacion entre las areas es, por lo tanto, igual al cuadrado de la relacion
entre las longitudes; y eso ocurre cualquiera que sea la forma de los cuerpos
con tal de que sean semejantes.

Para cuerpos tridimensionales, como por ejemplo dos cilindros semejantes,
como los de la figura 6.6, las superficies cumplen también esa relacion:

S, =2nR,xh, = 27kR, xkh, = kS,
y la relacion entre volumenes es:

V, =R} xh, = n(kR,)* xkh, = k*V,

3
Vo o [ﬁj = K3 (6.5)
v, L
R =k
hl h'r
. - . R, h
Fig. 6.6. Cilindros semejantes. Ezzi: 2.

La relacion entre volimenes es siempre igual al cubo, y la relacion
entre superficies igual al cuadrado, de la relacion entre longitudes. Asi, si
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aumentamaos el tamario (dimensiones lineales) de un cuerpo en un cierto factor,
conservando su forma, su superficie aumentara como el cuadrado de ese factor
y su volumen como el cubo. Este fendbmeno se suele expresar con la notacion:

Sol? (6.6)
Vo l® 6.7)

Si los cuerpos tridimensionales tienen la misma densidad, entonces las
masas son proporcionales a los volimenes y, por lo tanto, varian como el cubo
de las dimensiones lineales:

m o |

De las ecuaciones (6.4) y (6.5) se sigue que:

2 2
2 3\3 5
s, (L L, v,
y, tomando S, y V, como valores iniciales para un cuerpo cualquiera, resulta

que cuando extrapolamos a tamafos distintos, la relacion entre la nueva

superficie S y el nuevo volumen V sera:
2

S=KV? (6.9)
donde K es una constante que depende de los valores iniciales, es decir, de
la forma del cuerpo.

Para esferas de diferente tamafio, la superficie es 47R* y el volumen

4 . . . .
gnRs, donde R es el radio. En consecuencia, la relacion entre superficie y

volumen es muy sencilla:

3V )3 2 12
S=47R*=4r (4—) =33(4r)2V 2 ~ 4,84xV (6.10)
T
La esfera es, precisamente, el cuerpo con menor superficie para un
volumen dado. Para un cuerpo con cualquier otra forma, el coeficiente K de
la ecuacion (6.9) sera siempre mas grande que 4,84.

A este tipo de relaciones se les Ilama leyes de escala isométricas. Es util
visualizar las relaciones del tipo y = kx* en graficos en los que se representen
en abscisas y ordenadas los logaritmos (decimales o neperianos) de los
pardmetros en lugar de los pardmetros mismos. Para el caso que estamos
considerando, tendriamos:
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log S =log K +§Iogv (6.11)

lo que implica que obtenemos una recta de pendiente igual a % Si consid-

eramos cuerpos de seres vivos, con una densidad constante en todos ellos,
aproximadamente la del agua, entonces la recta que relaciona superficie cor-
poral y masa tiene la misma pendiente. En efecto:

3
logS =log K(MJ = Iog£2+glog M
P 3 3
P
como puede verse en la figura 6.7.

Superficie del cuerpo

= 10°
E

s 10°
8.

S 10*
o9

E : 10°
2 s oo

z

= ! 107
2. I

a | 10!

10° 10" 10*° 10° 10* 10° 10° 10
peso del cuerpo (g)

Fig. 6.7. Superficie corporal en funcion de la masa para vertebrados. Hemmingsen (1960).

Los organismos de distinto tamafio pertenecientes a la misma especie 0 a espe-
cies cercanas son aproximadamente isométricos, es decir, cambian las dimensiones
pero no las proporciones. En el caso de los humanos, por ejemplo, la isometria
implica que las dimensiones lineales guardan las proporciones entre si, como
puede verse comparando la longitud de los brazos con la altura total. Cuanto més
alto sea un individuo, mas largos seran sus brazos, con una dependencia lineal del

tipo:
Lbrazo = kL

siendo L la altura total. O, en representacion logaritmica:
logL,,.,, =logk+logL
lo que deberia darnos una recta de pendiente 1. En el grafico de la figura 6.8 puede

verse que, en efecto, a partir de los 4 o 5 afos de edad, la relacion es isométrica,
indicandonos que se mantiene la forma corporal con gran aproximacion, mientras
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que en las edades mas tempranas hay una ruptura de la isometria, lo que refleja
que las proporciones de los bebés son distintas de las de los muchachos o los
adultos.
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Fig. 6.8. a) El cuerpo humano cambia de forma a medida que aumenta su tamafio. A partir
de los 7 afios aproximadamente, el crecimiento es isométrico. b) En este grafico puede
verse que la longitud de los brazos es proporcional a la altura del cuerpo para edades supe-
riores a los 7 afos, mientras que no ocurre asi en edades inferiores, reflejando el cambio en
la pendiente de la curva el cambio de forma. A partir de los 7 afios, la curva se convierte en
una recta de pendiente 1. Medawar (1945).

Otro ejemplo tiene que ver con la fuerza muscular que, como sabemos, es
proporcional a la seccidn transversal de los musculos, es decir a una super-
ficie. Para organismos isométricos la fuerza muscular debe, por lo tanto, ser
proporcional al volumen elevado a la potencia % Como la masa es propor-
cional al volumen, deberiamos encontrar una relacion del tipo:

logF, .. = Iogk+§logM

usc
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Ahora la pendiente de la recta que relaciona los logaritmos de las dos
magnitudes, fuerza muscular y masa total, debe ser 2/3 para seres de forma
semejante. Y dicha relacién es, justamente, la que se encuentra cuando se
comparan, por ejemplo, los récords mundiales de halterofilia con el peso corporal
de las personas que los han ostentado, como puede verse en la figura 6.9.

2 T
et ﬂ) 10 T T T ITTTT T T T T T T T

¥~ Hombres, a = 0,62

b)

T T T T
L1

log P (kg)

©

ik Y~ Mujeres, 3 = 0,68 I =0,020 M M

T T T
L1l aeal

Longitud del segmento de la pata (m)
=

vl Lol L1l 1 1

10 10°* 1074 107

16 17 I8 9 20
log M (kg)
Masa corporal (kg)

Fig. 6.9. a) Récords mundiales de halterofilia en funcion de la masa corporal del atleta. P
representa la suma de pesos levantados en las dos modalidades del levantamiento (arrancada y
dos tiempos). M es la masa corporal que delimita cada categoria de levantador. El exponente
alométrico predicho tedricamente es 0,67. b) Longitud de un segmento de pata en funcion de
la masa corporal para cucarachas de la especie Periplaneta americana. La pendiente de la
recta en el diagrama logaritmico es aproximadamente igual a 0,33. Prange (1977).

Para animales isométricos, la longitud de los miembros, o de un segmento
de los mismaos, tiene que ser, por su parte, proporcional a V3, que, a su vez, es
proporcional a MY, siendo M la masa corporal, tal como puede comprobarse
en el ejemplo de la figura 6.9.b.

6.3.2 Relaciones de escala alométricas

Como ya hemos observado, hay seres vivos que tienen una forma seme-
jante aunque de distinto tamafio, es decir, son isométricos, como los indi-
viduos de una misma especie o0 de especies proximas. Es el caso de varias
especies de roedores, de cuadripedos emparentados con el caballo o los ele-
fantes africano y asiatico, pero lo normal es que tengan formas distintas, por
lo que las comparaciones isométricas no son validas de forma estricta. No
obstante, existe una enorme cantidad de expresiones similares a la (6.9) que
relacionan pardmetros caracteristicos de los organismos y que se cumplen
de forma bastante precisa aun cuando éstos no sean semejantes. Dichas rela-
ciones, que tienen una forma funcional del mismo tipo que las isométricas
pero con exponentes que no se derivan de la semejanza geométrica entre los
cuerpos, reciben el nombre de alométricas, o leyes de escala en general, y
tienen la forma:
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y =YX (6.12)

donde y es uno de estos parametros, x es otro, normalmente la masa del ser
Vvivo, Yy, esuna constante multiplicativa que depende de la especie o grupos de
especies considerados (en algunos casos es practicamente la misma para todos
los organismos) y a es un exponente que nos dice como varia el parametro y
con la variable de referencia x. El valor del parametro y cuando la variable x
es igual a 1 es, precisamente, y,. En particular, la relacion entre superficie y
volumen es una de estas leyes de escala en la que el exponente es:

a22z0,67
3

La densidad de los cuerpos de todos los animales es aproximadamente la
misma, del orden de la densidad del agua, por lo que la relacion entre masa
y volumen es la misma para todos ellos y podemos utilizar indistintamente
ambas magnitudes como variable independiente, mientras que en los vegetales
la densidad puede variar notablemente de unas especies a otras. Por lo tanto,
en el caso de los animales, podemos escribir la relacion (6.9):

S =S,M% (6.13)

donde S es la superficie del animal, M sumasay S, es una constante para
cada grupo de animales de forma parecida. Podemos encontrar S, a partir
de la relacion entre superfice y volumen S = KV%7 sabiendo que M =V x p,
donde p es la densidad corporal que tomaremos, para los animales, igual
a la del agua, p = 1.000 kg/m?. Por lo tanto, en el Sistema Internacional de
unidades (superficie en m* y masa en kg):

s S K _K
0

So = M 67 - (pV )0,67 - po,e7 100

Se han hecho multitud de observaciones experimentales de la relacion entre
superficie y masa para una gran variedad de organismos. En todos los casos, en
grupos de organismos de forma similar, los resultados se ajustan perfectamente
a la expresion (6.13). Para los animales, el coficiente S, es del orden de 0,10 en
metros cuadrados cuando la masa se expresa en kilogramos, con oscilaciones
del orden del 20 por ciento sobre este valor. El valor concreto de este coeficiente
varia, naturalmente, en funcion de la forma de los animales, por ejemplo vale
0,084 para las ovejas, 0,11 para las personas y 0,12 para las serpientes. Un caso
que se aleja notablemente del promedio es el de los murciélagos, que tienen una
enorme cantidad de superficie de piel en las extremidades delanteras, para los
que ¢l coeficiente K vale cerca de 0,60.



Leyes de escala en los seres vivos 279

Si Gulliver midiera 1,70 m y pesara 70 kg, tendria una superficie corporal
S =0,11 x 70°¢” =~ 1,90 m?, mientras que un liliputiense medira unos 17 cm,
tendra una superficie corporal cien veces menor, es decir, 0,019 m? =190 cm?y
pesard mil veces menos, unos 70 g. Nétese que un roedor de ese tamarfio pesa
aproximadamente lo mismo que el liliputiense aunque su forma es distinta.

Una ecuacion del tipo:
y=Y,M* (6.14)

no es, en sentido estricto, correcta desde el punto de vista dimensional, ya
que Y, no puede tener las mismas dimensiones que y (a menos que a = 0). Lo
correcto seria escribirla en la forma:

_ (MY
Y=Y M, (6.15)

siendo y, el valor que toma el parametro y para un valor de la masa igual a M,
Sinembargo, tomando M, igual alaunidad llegamos a la expresion simplificada
(6.14), pero ésta solo tendra sentido numéricamente si se especifica el valor de
M, y se expresa M en unidades de M, que se toma normalmente igual a 1 kg
0 al g, dependiendo de los casos. Veremos en lo que sigue muchos ejemplos
de manejo de este tipo de ecuaciones.

Como ya hemos dicho antes, la representacion grafica de las relaciones
alométricas es muy comoda si en los ejes representamos los logaritmos de las
variables y y M. En efecto, tomando logaritmos en los dos miembros de la
ecuacion (6.14), resulta:

logy =logy,+alogM (6.16)

Se trata, por tanto, de una recta cuya pendiente es, precisamente, el
exponente a. Es indiferente tomar logaritmos decimales o neperianos, dado
que larelacion lineal que resulta es la misma, pero suelen utilizarse logaritmos
decimales porque permiten leer mas facilmente los valores de las variables y
y M en los graficos.

No siempre este tipo de relaciones tiene un significado claro. Cuando se
analizan empiricamente solo tienen interés si el exponente a es constante
para un rango muy amplio de valores de la masa o para un grupo muy
grande de organismos. O cuando es constante excepto en algunos puntos
de discontinuidad que muestran la existencia de cambios cualitativos en la
organizacion y funciones de un ser vivo. Solo en estos casos nos referiremos
a la existencia de una ley de escala o relacion alométrica. Y aun cuando pueda
establecerse la existencia de una relacion de este tipo, no siempre es posible



280 Fundamentos fisicos de los procesos bioldgicos

interpretarla y encontrar la razones funcionales, fisicas o fisiologicas que la
generan. Cuando se consigue, como veremos en lo sucesivo, su esclarecimiento
permite comprender mejor la influencia de las leyes fisicas y del entorno sobre
la organizacion del ser vivo.

Existen ejemplos de relaciones alométricas con toda clase de valores del
exponente. Si a es negativo, quiere decir que el parametro y disminuye con
la masa corporal y se representa en el diagrama logaritmico por una recta
de pendiente negativa. Un ejemplo de este caso es el ritmo cardiaco de un
animal, que es menor cuanto mayor es su tamafio y satisface una relacion
alométrica con exponente a = —0,25.

log)py a=133
a=1

a=0,67
1000 —
][

a=0
m —

\a—-ﬂjs
1
logjo M

Fig. 6.10. Relaciones alométricas del tipo y = y M? para distintos valores del exponente a
en un diagrama logaritmico.

Cuando el valor del exponente es cero, nos encontramos con un parametro
que no depende de la masa del animal y es constante, como por ejemplo la
masa de hemoglobina por unidad de volumen de sangre en los animales o el
tamafio de la mayoria de sus células, y se representa mediante una linea hori-
zontal (pendiente cero). Cuando a es positivo pero menor que uno, estamos
ante una caracteristica que aumenta con la masa pero a un ritmo menor que
proporcional. Es el caso de la superficie corporal, asociada a un exponente
a = 0,67, o el ritmo metabdlico, asociado a un exponente a = 0,75. Cuando
a =1, nos encontramos ante una propiedad del organismo que es estrictamente
proporcional a la masa, como por ejemplo la masa del corazén o el volumen
de la sangre en los mamiferos, que son una fraccion fija de la masa corporal.
Por ultimo, hay pardmetros que aumentan méas rapidamente que la masa, como
ocurre con el peso del esqueleto de los mamiferos, asociado a un exponente a
mayor que 1, en concreto, en este caso, a = 1,09.
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Probablemente la primera relacion alométrica descubierta empiricamente,
a finales del siglo XIX, se refiere al tamafio del cerebro de distintos animales
en funcion de su tamafio corporal. Se observa que, en los mamiferos, la masa
del cerebro es una fraccion cada vez menor de la masa del cuerpo y se ajusta
a una ecuacion del tipo:

M opeere = kM O

cerebro

es decir, se comporta de una forma similar a la superficie corporal. Desde
entonces se han hecho muchas mediciones con distintas clases de animales y el
exponente se sitla siempre alrededor de ese valor de 0,67. Eso no quiere decir
que el tamafio del cerebro en comparacion con el del cuerpo sea el mismo en
todos los animales, lo que sélo seria cierto si el parametro k fuese el mismo para
todas las especies; en realidad k toma valores distintos para distintos grupos de
animales. Lo que ocurre es que la variacion con el tamafio corporal es universal
y se ajusta a una relacién alométrica con un exponente del orden de 0,67.

Tabla 6.2. Cerebro y masa corporal para distintos grupos de animales

Grupo Masa del cerebro

Humanos (0,08-0,09) Mmose

Monos antropomorfos (0,03-0,04) Mo%e

Otros primates (0,02-0,03) MO8

Mamiferos en promedio | 0,01 M%7°

Aves (0,001-0,008) Mo

Reptiles (0,0002-0,0005) M°#7

En la tabla 6.2 la masa corporal debe expresarse en kilogramos (es decir,
M, en la expresion (6.15) es 1 kg) y la masa del cerebro resulta tambien en
kilogramos. Vemos que para un mamifero que pese 1 kg, el cerebro supone,
en promedio, un 1 por ciento de su peso corporal, es decir, 10 g, mientras que
si pesa 100 kg, el cerebro llegara a:

M =0,01x100** ~0,21kg =210 g

cerebro

El cerebro de este mamifero sera mas grande pero en relacion con la masa
corporal sera mas pequefio, supondra tan solo un 0,21 por ciento. Para una
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persona de 100 kg, el cerebro pesara 8 veces mas, aproximadamente 1,7 kg, es
decir, un 1,7 por ciento de la masa corporal. En la tabla puede observarse que
el tamafio relativo del cerebro varia mucho de un grupo de animales a otro. Por
ejemplo, para la misma masa del cuerpo, un humano tiene un cerebro mas del
doble de grande que el de un mono antropomorfo, unas cuatro veces mayor
que el del resto de los primates, unas ocho veces mayor que el promedio del de
los mamiferos y muchisimo mayor que el de aves y reptiles (siempre a tamafio
corporal constante). El cerebro de los dinosaurios ha podido ser estudiado a
partir de un analisis cuidadoso de los craneos fosiles y la conclusion es que
el tamano relativo de sus cerebros coincide con el de los actuales reptiles. Sin
embargo, a pesar de estas enormes diferencias, el exponente que determina
cémo variaen funcion del tamafio es universal, lo que indica que los mecanismos
que acomodan el tamafio del cerebro en funcion de la escala corporal para los
distintos grupos de animales deben ser también universales.

6.4 El tamario del esqueleto

El esqueleto es un conjunto de estructuras rigidas que proporcionan sostén a
los animales, manteniendo su forma e impidiendo que colapsen bajo la accién
de su propio peso (en algunos animales, como los gusanos, la forma se man-
tiene debido a la tension de los fluidos corporales y la accion de los musculos).
También sirven como segmentos rigidos en los que se insertan los masculos y
acttian como palancas para generar movimiento. En los vertebrados, el esqueleto
es interno, pero en muchos invertebrados, como los artrpodos, el esqueleto
consiste en segmentos de forma méas o menos tubular en los que se contienen
los 6rganos y tejidos del animal. En cualquier caso, el esqueleto debe ser lo
suficientemente fuerte como para sostener el cuerpo y, lo que es mas impor-
tante, resistir las tensiones y los impactos que se producen al moverse, caer
o saltar. El problema es que el aumento de su resistencia implica el aumento de
su peso, y este aumento puede llegar a dificultar por completo el movimiento.
Se impone, pues, un compromiso entre fortaleza y ligereza que es distinto para
cada clase de animales. Un coral, por ejemplo, es practicamente sélo esqueleto:
su proteccion es muy efectiva pero a cambio de que el animal sea inmévil. Algo
similar ocurre con las tortugas: tienen mucha proteccion y poca movilidad.

Las restricciones impuestas al esqueleto de los animales terrestres son
distintas a las de los animales marinos debido a que en estos Gltimos el empuje
de Arquimedes, como veremos en el capitulo 13, compensa casi exactamente la
atraccion gravitatoria, lo que hace que no estén sometidos a las mismas fuerzas
que sobre tierra firme. Los animales marinos mas grandes, en particular,
colapsarian bajo su propio peso si no estuvieran sumergidos en el agua.
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6.4.1 Las proporciones de los huesos

Consideremos las patas de un animal, no importa que sea bipedo o
cuadrdpedo, como columnas que deben sostener al cuerpo. La tension de
rotura (o esfuerzo de rotura) depende de su seccion transversal, mientras
que el peso que deben soportar depende del volumen total del cuerpo.
También podria depender de la naturaleza del hueso si los huesos de unos
animales fueran intrinsecamente mas resistentes que los de otros, pero la
estructura del material con el que estan hechos todos los huesos de los
vertebrados es la misma, lo que implica que su esfuerzo de rotura (fuerza por
unidad de superficie) es también el mismo, unos 170 MN/m?en extensiony unos
220 MN/m? en compresion, por término medio, es decir, (1,7-2,2) x 108 Pa =
(1,7-2,2) x 10* N/cm?, se trate del hueso de una musarafia o el de un elefante.
Sobre la resistencia de los materiales bioldgicos trataremos mas adelante, en
el capitulo 16.

Si todos los animales tuvieran las mismas proporciones, sea cual fuere
su masa, las dimensiones lineales de los huesos variarian como M°3%, en una
relacion de escala puramente geométrica. Ahora bien, la resistencia de un
hueso depende de su seccidn. Si las dimensiones de un animal aumentan en
un cierto factor, pongamos 3, su peso aumenta como el cubo de dicho factor,
es decir, se hace 27 veces mas grande. Si los huesos del animal aumentan
su tamafio en la misma proporcién sin variar su forma, entonces su seccion
transversal aumentara en un factor 9, y seran menos resistentes en comparacion
con la carga que deben sostener. Los animales méas grandes colapsarian al
sostenerse sobre miembros con huesos cada vez menos resistentes en relacion
con su peso Y, por lo tanto, la relacion de escala proporcional o isométrica
(también Ilamada geométrica) no es posible.

Para que laresistenciarelativa sea lamisma, la seccion de los huesos tendria
que aumentar como el peso del animal, un factor 27 en el ejemplo anterior,
lo que implica que la dimensién transversal (por ejemplo el didmetro) debe
aumentar como M?* (de forma que la seccion transversal fuera proporcional a
la masa corporal), mientras que la longitud seguiria aumentando como M°,
En nuestro ejemplo, mientras los huesos aumentan su longitud en un factor
3, su diametro deberfa aumentar en un factor /27 ~5,2; los huesos de los
animales grandes se hacen, asi, mas gruesos y mas robustos comparados
con los de los animales mas pequefios, como puede observarse en la figura
6.11 cuando se comparan a la misma escala animales de tamafio muy distinto.
Se trata de un hecho facilmente comprobable en la naturaleza cuya razon,
como hemos visto, es facil de comprender en términos de la variacion de la
resistencia de los huesos y el peso de un animal en funcién de su tamafio.
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™%

Fig. 6.11. Mosca, perro y elefante representados como si tuvieran el mismo tamafio. Nétese
la diferencia en el grosor relativo de las extremidades.

Asi, si la forma de los huesos respondiera Gnicamente a la necesidad de
sostener el peso del cuerpo de forma estética, las relaciones de escala para sus
dimensiones, que expresan la llamada semejanza estatica, serian:

docM® 6.17)
| oc MO (6.18)
donde d es la dimension transversal del hueso y | su dimension longitudinal.

La masa total de los huesos que sirven para sustentar el cuerpo seria, por lo
tanto:

M o d2| o M 0,5><2M 0,33 - M 1,33 (619)

es decir, la masa de dichos huesos aumentaria mas rapidamente que la masa
total del cuerpo y ocuparia cada vez una fraccion mayor de la misma.

huesos

Ya Galileo, a principios del siglo XVII, llegé a esta conclusién al razonar
acerca de los efectos de la gravitacion sobre los cuerpos. EI cambio de forma de
los huesos para conservar su capacidad de sostener el cuerpo es, por lo demas,
evidente si comparamos el diametro relativo a la longitud de los huesos de
animales de tamafio muy distinto, o visualizando un animal como el elefante
a un tamafo igual al de un perro, como en la figura 6.11. Exactamente el
mismo fenémeno ocurre en el caso de columnas que soportan la carga de un
edificio, o los tallos que soportan el peso de una planta: cuanto mayor sea ésta
mas robusta tiene que ser la columna o el tallo.

Pero no es su capacidad para sostener el cuerpo de forma estatica el
factor primordial en la variacion de las proporciones de los huesos: la
condicion decisiva es la resistencia a las flexiones y los impactos que se
producen durante la locomocion. En efecto, durante la carrera o el salto las
extremidades de los animales estdn sometidas a fuerzas que se derivan de
las réapidas aceleraciones y deceleraciones y al impacto contra el suelo. Los
esfuerzos maximos soportados en la practica por animales de muy distintos
tamanos, desde ratones de unas pocas decenas de gramos hasta los elefantes,
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resultan ser muy parecidos, situdndose entre los 50 MN/m? y los 100 MN/m?,
como puede verse en la figura (6.12), llegando hasta los 150 MN/m? en los casos
de movimiento mas violento, ya cerca de los limites de rotura mencionados
anteriormente. La resistencia de los huesos responde, asi, a las exigencias
que plantea la locomocion tomando un valor no muy lejano al experimentado
realmente en los casos mas extremos. Las frecuentes lesiones en el galope de los
caballos de carreras o en los ejercicios de los deportistas son un indicio de que
estan cerca del limite permitido por la estructura 6sea.

300

Semejanza geométrica
250

Rata canguro
150 (salm%u Perro  Caballo
(salto) ~ (salto) Buffalo

100 Ardilla, Elcfanlc
Ratony Cabra
50 N\
Pemllo de
las p'radcmb
0

A 1.0 100

Masa corporal (kg)

Esfuerzo maximo del hueso (MPa)

Fig. 6.12. Esfuerzo maximo en los huesos de las extremidades durante la carrera (y el salto,
en el caso de la rata canguro, el perro y el caballo) en funcién de la masa corporal. La curva
representa la variacion de dicho esfuerzo si las proporciones de los huesos se modificaran
de acuerdo con la semejanza geométrica. Biewener (1990).

La relacion entre el esfuerzo de rotura y los esfuerzos maximos experimen-
tados durante la locomocion es una medida del factor de seguridad estructural
de que dispone el animal, entre 2 y 4 segun los casos. Nétese que este factor
no puede acercarse demasiado a la unidad porque, antes de que se produzca
la rotura del hueso, pueden producirse dafios y deformaciones permanentes
que impidan al miembro afectado cumplir con su funcion. Para los animales
mas pesados mantener este factor de seguridad implica poseer huesos mas
robustos, de diAmetro cada vez mas grande en proporcion con la longitud,
lo que implica un mayor coste energético en su formacion, mantenimiento
y transporte. Debe llegarse, asi, a un compromiso entre el coste de la rotura,
que puede ser fatal para la integridad del organismo, o bien leve si la reparacion
es facil o no compromete gravemente el conjunto de las funciones vitales, y el
del aumento de masa necesario para asegurar su solidez.

Las fuerzas que debe soportar la estructura 6sea son siempre proporcionales
al peso delanimal. Iguales al peso cuando el animal esta en reposo, tal y como se
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ha considerado en la derivacion de la semejanza estética, y del orden del doble
o el triple del peso cuando se produce el impacto de las extremidades contra
el suelo en la carrera o el salto. El esfuerzo, por lo tanto, serd proporcional a la
masa dividida por la seccidn de los segmentos 6seos que sufren esas fuerzas,
es decir:

_F M
(O g o ? (6.20)
y para el caso de la semejanza geométrica:
1
O geom ﬂz =Ms3 (6.21)
M 3

En la figura (6.12) se representa, ademas de los datos experimentales
para distintos animales, el esfuerzo dado por la expresion (6.21), asociado a
la semejanza geométrica y se ve que aumenta por encima del limite de rotura
para masas del orden de unos pocos kilogramos.

Observacion. En la figura (6.12) la escala de los esfuerzos es lineal
mientras que la de la masa corporal es logaritmica, es decir, se representa

o en funcion de log M:
1
3

1IogM
0o = KM?3 = kx10°

geom

Yy, por esta razon, la curva crece exponencialmente en la representacion gra-
fica. La constante k es tal que el esfuerzo maximo se fija igual a 50 MN/m?
para una masa M = 0,1 kg.

Vemos, por lo tanto, que para animales de masa pequefia, la semejanza
geométrica en los huesos basta para garantizar un factor de seguridad
suficiente entre los esfuerzos maximos y el limite de rotura, lo que implica
que, para este tipo de animales, los huesos pueden mantener las mismas
proporciones, aproximadamente, al variar la masa corporal. Por su parte, la
semajanza estatica, representada por las expresiones (6.17-18), asegura que el
esfuerzo maximo no crezca con la masa, ya que:

M M
O, C—C ﬁ = constante

est d2

pero, a cambio, implica huesos de un gran didmetro, muy pesados, lo que aumenta
su coste energético y limita la movilidad. Es lo que ocurre en animales muy
pesados, del orden de centenares de kilogramos, con extremidades verticales y
poca agilidad. Para los animales de masas intermedias, existe una posibilidad
menos costosa en el disefio de sus extremidades, llamada semejanza elastica.
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La idea basica para comprender la semejanza elastica parte de considerar
que las cargas que sufren las extremidades cuando se apoyan en el suelo durante
la carrera crean un momento que tiende a flexionar dichas extremidades vy, al
flexionarse, aumenta la distancia en perpendicular entre el punto de flexion y
la linea de aplicacion de la carga, tal como puede verse en la figura 6.13, con
lo que el momento aumenta también y el animal se derrumbaria si no tuviera
un mecanismo que lo contrarreste.

Fig. 6.13. Sobre la extremidad de un animal actla su peso creando un momento respecto
de la rotula que tiende a flexionarla. Cuando aumenta el angulo de flexiéon aumenta también
la distancia en perpendicular entre la rétula y la linea del peso, lo que implica que aumenta
su momento y se acentiie la tendencia a la flexion. Esta se detendra sélo si el muasculo
extensor crea un momento contrario que lo contrarreste.

Dicho mecanismo es la propia fuerza de recuperacion elastica de los
huesos, o bien la de los musculos extensores de la extremidad (el grupo
cuadriceps en los mamiferos), cuya fuerza al contraerse se opone a la flexion
creando un momento de sentido contrario. La extension del mdsculo, que
se trata como un muelle elastico cuya tensién muscular es proporcional al
alargamiento relativo, depende de las dimensiones transversales del hueso, lo
que impone ciertas condiciones sobre éstas. El resultado es que la respuesta
elastica de los miembros a las tensiones producidas en la marcha requiere que
las proporciones varien segun las expresiones:

3
doc M8 6.22)
1
| oc M * (6.23)
es decir:
3
doc 2 (6.24)
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lo que implica un robustecimiento de los huesos a medida que el tamafio crece,
ya que el didmetro crece méas rapidamente que la longitud, aunque de una
forma menos exagerada que como sucede en el caso de la semejanza estética.
Notese que, en este caso, la masa de los huesos resulta proporcional a la masa
corporal. El conjunto de las expresiones (6.22-24) es lo que se conoce como
semejanza elastica para los huesos de los animales en funcién de su peso.

En el capitulo 16 se hace una descripcion completa de las propiedades
elésticas de los biomateriales y, en particular, se demuestra la relacion (6.23)
a partir del estudio de los limites de rotura por pandeo de una varilla vertical
obligada a flexionar por la accién de un peso actuando sobre ella.

El factor de seguridad frente a la rotura

Ya hemos visto anteriormente que la forma de garantizar un factor de
seguridad suficiente es mantener el valor de los esfuerzos maximos sufridos
por los huesos de las extremidades aproximadamente constantes para todas
las masas corporales. Para masas intermedias, desde unos cientos de gramos
hasta unos cientos de kilogramos, la variacion en el tamafio de los huesos
se ajusta a la semejanza elastica en la que d oc M*®°* (el exponente es

del orden de gz 0,375), lo que implica que, para extremidades con una

misma conformacion y orientacion, el esfuerzo maximo tendria la siguiente
dependencia con la masa:
M M

c OCFOC M 0708 = MP#02

Pero, al tiempo que aumenta la masa, también aumenta la verticalidad
de las extremidades de los animales. Puede demostrarse que, segun se hace
mas vertical la posicion de las extremidades, el esfuerzo maximo tiende
a ser una constante en funcion de la masa corporal. Asi, los problemas
mecanicos de sustentacion y movimiento son, en consecuencia, la causa
de que la posicion sobre las patas de un animal sea mas erguida cuanto
mas masivo es éste. En un elefante, son préacticamente verticales, como
ocurre también para los caballos o las vacas, mientras que las de un perro
estan naturalmente mas flexionadas y mas todavia en el caso de un raton.
El factor de seguridad frente a los impactos sufridos durante la locomocion,
para masas comprendidas entre unos 100 gramos y unos 300 kilogramos,
se mantiene aumentando ligeramente el didmetro de los huesos mas alla
de lo requerido por la semejanza geométrica (~ M**” frente a M®*) de
acuerdo con las relaciones de la semejanza elastica y, sobre todo, adoptando
una postura mas vertical.
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El problema es que, cuando la posicion es completamente vertical, todo
aumento suplementario en la masa corporal tiene que ser compensado,
necesariamente, con el aumento del diametro de los huesos de las extremidades,
haciéndose claramente mas robustos, de acuerdo con la semejanza estéatica.
Esto es lo que ocurre para animales, existentes 0 ya extinguidos, por encima
de unos pocos cientos de kilogramos. Para los animales de masa muy pequefia,
por debajo de unos 100 gramos, el problema es el contrario. No tienen, en la
practica, problemas de esfuerzo debido a su pequefio peso corporal, mientras
gue una variacion del diametro de sus huesos segun la relacion de semejanza
elastica disminuiria gravemente su rigidez. Asi, la semejanza geométrica
garantiza el factor de seguridad apropiado, segun puede verse en la figura
(6.12), y permite que, para pequefios tamafios, sus huesos no disminuyan
demasiado rapidamente de didmetro haciéndolos muy fragiles.

Hay, por lo tanto, tres regimenes de variacion del diametro de los huesos
(medida de su robustez) en funcion de la masa. Para animales muy ligeros,
de menos de unos 100 gramos, el problema es asegurar la rigidez, lo que se
consigue con variaciones moderadas del diametro en funcién de la masa, con
un exponente alométrico del orden de 0,33. Para animales intermedios, entre
unos 100 gramos y unos 300 kilogramos, el problema de la rigidez disminuye
y aumenta el de la seguridad frente a esfuerzos en los impactos, por lo que
el diametro de los huesos de las extremidades crece algo mas rapidamente,
segun el exponente predicho por la semejanza eldstica, entre 0,35y 0,40, y el
fendmeno adaptativo mas importante es el de la progresiva verticalizacion de
las extremidades. Por ultimo, para animales muy grandes, en los que no se
puede ganar seguridad variando la posicién de las extremidades porque éstas
son ya verticales, la variacion del diametro de los huesos se ajusta mas a una
relacion del tipo de la de la semejanza estatica, con un exponente cercano a
0,5y las consiguientes limitaciones de su movilidad.

Ahora bien, la naturaleza y composicion de los biomateriales son muy
estables y es poco frecuente su transformacion evolutiva. Una importante con-
secuencia de lo que hemos visto en esta seccion es que, utilizando los mismos
materiales (el hueso, en este caso) es posible resolver muchos de los problemas
surgidos como consecuencia del aumento de masa corporal, y del consiguiente
riesgo de rotura del material 6seo, mediante el cambio en la forma y configu-
racion de los érganos y miembros (extremidades, en este caso).

En los grandes &rboles la relacion entre el diametro del tronco y su
longitud responde también a la semejanza elastica, es decir, d oo I*2, y por
las mismas razones. Deben ser capaces de contrarrestar torsiones generadas
por fuerzas proporcionales a su peso por medio de la resistencia elastica
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del tronco, lo que implica que su didmetro crezca mas rapidamente que la
longitud. Asi, los arboles de porte similar se hacen proporcionalmente mas
robustos a medida que son mas altos, tal y como se vera en detalle en el
capitulo 16.

Por el contrario, los mohos del fango, diminutos organismos de unos
pocos milimetros de longitud, que tienen forma de alfileres que sostienen en
su extremo superior unaespora, tienen las mismas proporciones independien-
temente del tamafio. Son, por lo tanto, isométricos y no presentan el engro-
samiento relativo del diametro respecto de la altura, lo que prueba que las
cargas que soportan no son significativas debido a su masa minuscula, y que
otro tipo de fuerzas, como las derivadas de la 6smosis o la tension superfi-
cial son mas importantes que las tensiones elasticas que puedan sufrir..

6.4.2 La masa relativa del esqueleto

Se han hecho muchos estudios empiricos sobre las dimensiones relativas
de los huesos y su dependencia con la masa corporal. Como hemos visto
anteriormente, para un rango muy grande de masas, el didmetro se ajusta a
una relacion alométrica con un exponente comprendido entre 0,35y 0,40,
llegandose hasta 0,33 y cercade 0,50 para masas corporales muy pequefias
0 muy grandes, respectivamente. Pero la dependencia del didmetro con la
longitud solo se ajusta a la expresion d oo 128 para el caso de los ungulados.
En el resto de los mamiferos, el diametro aumenta siempre mas rapidamente
que la longitud, y ésta depende de la masa de acuerdo con un exponente
proximo a 0,33.

El resultado es que la variacion de la masa 6sea en funcion de la masa
corporal estd caracterizada por un exponente algo superior a la unidad
pero lejos del 1,33 predicho por la relacion de semejanza estatica. De la
comparacion de esqueletos de mamiferos cuyo peso se extiende desde menos
de 10 gramos a unas 5 toneladas (un factor del orden de un millén), se sigue
que el exponente es del orden de 1,09 con un error de +0,04:

M., (mamiferos) = 0,09 M *% (6.25)

con ambas masas expresadas en kilogramos. Segun esta expresion, un
animal de 1 kg de peso tiene un esqueleto que pesa aproximadamente 90
gramos (9 por ciento), mientras que el esqueleto de una persona de 70 kg
pesa unos 9,2 kg (13 por ciento) y el de un elefante de 5 toneladas pesaria
unos 970 kg (19 por ciento).
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Fig. 6.14. Masa del esqueleto en funcién de la masa corporal para mamiferos. Prange et al. (1979).

Notese que en la figura 6.14, el coeficiente de la relacion alométrica es
0,061 y no 0,09 como en la expresion (6.24). La razén es que los datos de la
figura se obtuvieron a partir de huesos secos de colecciones de museos. Los
estudios hechos comparando el peso de los huesos frescos (en el animal vivo)
y secos llevan a la conclusion de que, de forma general, el peso de los huesos
secos debe ser incrementado en un 50 por ciento para obtener el de los huesos
frescos.

En cuanto a las aves, es conocido el hecho de que los huesos de las alas son
huecos y, por lo tanto, méas ligeros que los de las extremidades de animales
terrestres del mismo tamafio. Pero lo que es menos conocido es que los huesos
de las patas son mas robustos al tener que absorber el impacto al aterrizar en
el suelo, resultando en una masa del esqueleto del mismo orden que la de los
mamiferos. En efecto, las medidas realizadas dan la siguiente ley de escala

para las aves:
M., (aves) ~ 0,10M*"’

practicamente indistinguible de la expresién anterior para mamiferos.

En el caso de los mamiferos acuéaticos y los peces, lainformacion disponible
es muy modesta, de forma que los ajustes realizados tienen menos solidez
que en el caso de los mamiferos terrestres, pero la conclusion que parece
desprenderse de los datos es que el exponente de la relacion alométrica es
proximo a 1, es decir, la masa del esqueleto varia proporcionalmente a la
masa del cuerpo y no se hace mas robusto, lo cual es bastante l6gico dado que
en el agua no necesitan soportar el peso del animal y que no hay fuerzas de
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impacto asociadas a la locomocion. Por ejemplo, en el caso de las ballenas,
teniendo en cuenta Unicamente especimenes adultos, la relacién entre masa
del esqueleto y masa corporal es:

M., (mamiferos acuaticos) = 0,11 M*%
q

muy préxima a la proporcionalidad. En el caso de los peces, la relacion
entre ambas masas es también proxima a la proporcionalidad y, ademas, el
coeficiente k es claramente menor que en los mamiferos.

6.5 La carga, el salto yla carrera

Consideremos ahora algunas caracteristicas que dependen de la fuerza
muscular. Ya vimos en el capitulo 2 que la fuerza por unidad de seccion que
es capaz de desarrollar el musculo esquelético de un animal es, para casi
todos ellos, constante e igual a unos 300 kN/m?. La fuerza total depende, por
lo tanto, de la seccion transversal del musculo.

6.5.1 Fuerza relativa de un animal

Llamamos fuerza relativa de un animal al peso que puede levantar por la
accion de sus musculos dividido por su propio peso. El peso maximo que se
puede sostener contra la gravedad terrestre depende de la fuerza muscular
y ésta de la seccion total de los masculos que intervienen en dicha accion,
mientras que el propio peso del animal es proporcional a su volumen. Si d es
el diametro musculary V el volumen total, la fuerza relativa f seréa:

d> d* _1
foc—oc—==

v oodido |

Consideremos ahora dos animales semejantes pero de diferente tamario,
tales que la relacion entre las dimensiones lineales sea k:

L, =KL,
La razén entre las fuerzas relativas de ambos sera:
f, _dZxV, _k®xd/xV, _1

2=
f,

d/ xV, B di xk®xV, Kk

donde se ha utilizado la relacion V, = k*%,. Una hormiga tiene una fuerza
relativa del orden de 3, es decir, es capaz de cargar un peso hasta tres
veces superior al suyo propio y, por esta razon, se le considera un animal
especialmente fuerte. Consideremos una hormiga de longitud igual a 1cm
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aproximadamente y un animal con la misma forma de la hormiga pero del
tamafio de un elefante, es decir, de unos 4 metros de longitud. La razon
isométrica sera:

L T
L, 0,01
y su fuerza relativa resulta:
f, :L:i:0,0075
400

Es decir, este hipotético animal no podria levantar un peso ni siquiera
equivalente al 1 por ciento del suyo propio. Laformade unahormiga corresponde,
por lo tanto, a la de un animal muy débil para la carga, aunque su pequefio
tamario hace que su fuerza relativa sea grande. Si imaginamos una hormiga con
las dimensiones de un elefante, enseguida nos damos cuenta de su debilidad. Un
elefante real puede cargar hasta un 25 por ciento de su peso:

f,=0,25

Para conseguir llegar a este valor, los miembros del elefante tienen que ser
mucho mas gruesos con relacién al conjunto del cuerpo que los de la hormiga.
Veamos cuanto mas gruesos. El grosor de la pata de una hormiga es del orden
de 0,1 mm, por lo que un elefante con las mismas proporciones que una hormiga
tendria patas de 400x0,01cm =4 cm de grosor, mucho mas delgadas que las
de los elefantes reales. Para conseguir la fuerza relativa real, el cociente entre
los diametros de las extremidades debe satisfacer la ecuacion:

£:0125:[d_zj2[£f:[£}2 1
.3 {d)\V,) (d) (400)

de donde;

iy

lo que nos da un didmetro d, =2.300xd, =23 cm, mas proximo a su valor
real, es decir, unas extremidades unas 6 veces mas gruesas que las de una
hormiga de su tamafio. Contrariamente a la opinion popular, un elefante
es mucho mas fuerte, relativamente a sus dimensiones, que una hormiga,
aungue su gran volumen hace que la fuerza relativa sea menor.

Ejemplo. Sabiendo que la fuerza relativa de un elefante es 0,25 puede
calcularse la fuerza relativa de un animal con forma de elefante pero del
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tamafio de una hormiga. Como la relacion entre las dimensiones lineales es
400, tenemos:
f,=kx f, =400x0,25~100

Es decir, un animal de esas caracteristicas jpodria levantar un peso 100
veces superior al suyo!

Fig. 6.15. Fuerza relativa de dos animales con el mismo tamario (el de una hormiga) pero
con formas distintas (de elefante y de hormiga).

6.5.2 Elsalto

En el salto en vertical un animal se da impulso con las patas saltadoras a lo
largo de un cierto recorrido s proporcional a la longitud | de éstas. En el salto
en carrera hay, ademas de este impulso, una transformacion de energia cinética
en energia elastica en los tendones y ligamentos que incrementa la altura a la
que puede ascenderse, pero cuando se salta a partir de una posicion estatica,
el inico mecanismo que puede utilizarse es la fuerza muscular, F_ _, contra
el suelo para extender las extremidades previamente contraidas. El trabajo
realizado por dicha fuerza muscular, W, se transforma en la energia cinética
que adquiere el cuerpo del animal en el momento de despegar del suelo. Por lo
tanto, debe cumplirse:

%MVZZW:F xsoc F x| (6.26)

musc musc
Ahora bien, la fuerza es proporcional a la seccion transversal S del
musculo que interviene en el salto:

FooXloSxloV oM =uM (6.27)

donde u es la fraccién de la masa corporal M que corresponde a los
musculos de las extremidades saltadoras. Llamando « al trabajo hecho por
unidad de masa muscular en una contraccion y sustituyendo en la ecuacion
(6.26), obtenemos:
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%Mv2 =W =aoM_,.. =ouM

musc
vV =./2au

y la altura alcanzada, prescindiendo del rozamiento con el aire, tal y como

vimos en el capitulo 1, sera:
2

h=Y -2t (6.28)
29 ¢
donde 9 es la aceleracion de la gravedad.

La altura alcanzada no depende, por lo tanto, de la masa total del
cuerpo, sino solo de la fraccién de ésta, que corresponde a los musculos
que intervienen en el salto. En animales similares, por ejemplo canguros de
diferentestamafos, o ranas de diferentes tamafios, dichafraccion p eslamisma
y, como el trabajo por unidad de masa muscular depende de la estructura de
las sarcomeras y los puentes entre filamentos, que son practicamente iguales
para todos ellos, resulta que animales de muy distinto tamafio pero de forma
parecida saltan, efectivamente, la misma altura.

Esta sorprendente conclusion, a la que ya hicimos referencia en el primer
capitulo, se verifica experimentalmente con bastante exactitud. Mas atn, los
musculos saltadores suponen una fraccion de la masa corporal que no varia
demasiado de unos animales a otros, lo que implica que la altura a la que
pueden llegar los animales al saltar tampoco varia demasiado. Por eso se
entiende que una pulga de 1mm de tamafo sea capaz de saltar unos 20 cm
en vacio, tan sélo una tercera parte de lo que alcanza una persona, de 1,70 m
de altura 'y con una masa unas 100 millones de veces superior. En el caso de
la pulga el salto supone 200 veces su propio tamafio mientras que en una
persona es del orden de un tercio de su propia altura. Ya hemos visto que
animales como el galago alcanzan alturas de hasta 2 metros, lo que se debe
esencialmente a que poseen patas con musculos que equivalen a una fraccion
desproporcionadamente alta de su masa corporal, como puede verse en la
figura 6.16.
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Fig. 6.16. Galago senegalensis con una cria. N6tese la robustez de sus extremidades
posteriores en relacién con las dimensiones del cuerpo, lo que le permite alcanzar enormes
alturas en el salto vertical.

Estimemos lo que puede llegar a saltar una persona que, como hemos
visto, es representativo de lo que pueden hacer otros muchos animales. Segun
vimos, el trabajo medio por unidad de masa muscular en una contraccion es
de unos 60 J/kg. Por otra parte, la masa de las dos piernas es del orden del
30 por ciento de la masa corporal y los musculos suponen el 40 por ciento
de dicha masa, lo que da un valor del 12 por ciento para dichos masculos. Si
interviene el 70 por ciento de esos musculos en el salto, el parametro u sera

igual a 0,12 x 0,70 = 0,084. Por lo tanto:
60x0,084
9,8

que es el orden de magnitud de la altura maxima alcanzada en el salto vertical
por una persona sin entrenamiento especial.

h =0,51m

Como puede verse en la expresion (6.28), los parametros que pueden
influir en la altura del salto, o y u, dependen de la morfologia de cada animal.
El trabajo por unidad de masa muscular puede aumentarse aumentando la
longitud de contraccién muscular, pero es seguramente la fraccion de la
masa corporal que corresponde a los musculos usados en el salto el factor
que admite mayor variacion. Para muchos animales la habilidad para el salto
resulta crucial para defenderse de los predadores o para capturar sus presas.
En estos casos, es ventajoso que u sea grande, pero su valor tiene un limite
impuesto por el gasto metabolico necesario para mantenerlos en actividad y la
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necesidad de que existan otros 6rganos en el cuerpo capaces de proporcionar
la energia necesaria para realizar las funciones vitales, incluida la locomocion
y el salto. De ahi que no pueda crecer demasiado, aunque en los galagos, por
ejemplo, es notablemente mayor que en los humanos. En el caso de animales
muy pequefios, como la pulga, ya vimos en el primer capitulo que existe una
limitacion adicional debido a que no es posible contraer los musculos con la
rapidez requerida, lo que se contrarresta parcialmente con elementos elasticos
que son capaces de dispararse como muelles a gran velocidad.

Puede refinarse este andlisis teniendo en cuenta que, dejando aparte casos
excepcionales como el de los galagos, el parametro p aumenta ligeramente
con la masa corporal, lo que implica que la velocidad de despegue depende de
dicha masa. Los estudios cuantitativos en insectos muestran, efectivamente,
una dependencia alométrica del tipo:

Vo MO (6.29)
VZ

h=oc M (6.30)
29

con un exponente, como se ve, muy pequefio, cercano al valor a = 0, que daria
un valor estrictamente constante de la velocidad de despegue. Por lo tanto, aun
con un analisis mas preciso, puede concluirse que la altura que alcanzan
animales de la misma estructura corporal es practicamente constante,
independiente de su masa.

6.5.3 La carrera
El coste energético de desplazarse

Nos interesaremos ahora por la velocidad con que pueden moverse los
animales y la dependencia con la masa corporal. Empezaremos considerando
animales con la misma forma que sélo se diferencian en el tamafio, aunque
veremos que las relaciones obtenidas pueden generalizarse. Para recorrer una
cierta distancia L, por ejemplo un metro o un kilémetro, un animal debe dar
un numero de pasos, tal que su producto por la longitud de cada paso sea igual
a la distancia considerada. Por lo tanto, el nimero de pasos n que hay que
dar para recorrer la unidad de distancia sera inversamente proporcional a la
longitud de cada paso Ipaso, que es, a su vez, proporcional a la longitud de la
extremidad I

SRR VEE (6.31)
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donde hemos tenido en cuenta que la longitud de las extremidades, que es
una dimension lineal, es proporcional al volumen (y por lo tanto a la masa)
elevado a 1/3. Aunque esta relacion isométrica es solo cierta para animales
semejantes, lo cierto es que se cumple experimentalmente para animales de
formas muy diversas. Asi, para todos los mamiferos, incluyendo insectivoros,
primates, roedores y otros, el exponente de la relacion de escala entre la
longitud de las patas y la masa corporal es de este orden, mientras que en los
bovidos se aproxima mas a 0,25, como vimos anteriormente.

Ya sabemos, por otra parte, que el trabajo muscular W realizado en un
paso es proporcional a la masa del musculo y ésta, a su vez, proporcional a la
masa total del cuerpo. El trabajo realizado en recorrer la unidad de distancia,
WIL, serd, por lo tanto, igual al trabajo hecho en cada paso (proporcional a la
masa corporal) multiplicado por el nimero de pasos necesarios para cubrir
dicha unidad de distancia:

VrvochnochM‘O'%:Mo’m 6.32)

y si consideramos el trabajo realizado por unidad de longitud y por unidad de
masa, tendremos:

W

LM
lo que implica que la cantidad de trabajo requerido para mover un kilogramo
de masa corporal a lo largo de un kilometro es menor cuanto mayor sea la
masa total, segin muestra la ecuacion (6.33), aunque la cantidad absoluta de
trabajo, igual a la de energia consumida, para mover todo el cuerpo aumenta
con la masa de éste como muestra la ecuacion (6.32).

oc M 03 (6.33)

Este trabajo se desarrollara a un ritmo que dependera de la velocidad a
la que se mueva el animal. Experimentalmente se ha medido la cantidad de
oxigeno consumida por distintos animales, por unidad de masa y de tiempo,
en funcion de la velocidad a la que se desplazan. Recordemos del capitulo 5
que consumir 1 litro de O, es equivalente a gastar 20.000 J, o lo que es lo
mismo:

1mlo, < 201J (6.34)

El resultado de las observaciones esta resumido en la figura 6.17, en la
que se representa dicho gasto de energia en funcién de la velocidad para
un conjunto de mamiferos con masas que difieren hasta en un factor mil.
Obsérvese que la pendiente de cada recta es, justamente, la energia por



Leyes de escala en los seres vivos 299

unidad de masa corporal y de distancia, ya que es igual al cociente de
ordenadas por abscisas:
W/(MxAt) W

pendiente =
L/ At LM

)

Raton blanco (21 g)

4
/ Rata canguro (41 g)
¥ )
Rata canguro (100 g) Perro (2.6 kg)
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V Bie)
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1 ] I 1
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Fig. 6.17. Consumo de oxigeno en funcién de la velocidad de desplazamiento para algunos
mamiferos de distintos tamafios. Taylor et al. (1970).

Observacion. La pendiente obtenida directamente del grafico puede
expresarse en unidades del Sl del siguiente modo:

km/hora 10710

3/ (kgxm) =20 J/ (kg xm)

Lo que se observa en el grafico es que la pendiente, es decir, el consumo
energético por unidad de masa corporal y unidad de distancia, se hace cada vez
mas pequefio al aumentar la masatotal del animal, y se ajusta aproximadamente
a la relacion de escala (6.33) con el exponente —0,33. Notese que las rectas de
la figura representan la potencia metabolica (energia consumida por unidad
de tiempo) necesaria para moverse, P, , auna cierta velocidad v, por unidad

de masa y, dado que la pendiente es proporcional a M=%, resulta:
P

o o 0 ey

0,67
P €M™ xv

Se han realizado también medidas directas del gasto energético por
unidad de masa corporal y distancia recorrida, resumidas en la tabla 6.3, que
muestran que, efectivamente, el gasto energético por unidad de masa y de
longitud recorrida se ajusta bien a una dependencia en M %%, pero no sélo
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para mamiferos, sino para una clase muy amplia de animales terrestres, que
comprende aves, reptiles e, incluso, hormigas.

Tabla 6.3. Coste energético del desplazamiento en funcion de la
masa corporal

) . Coste energético

Fuente Numero de especies |02 / (kg x km)

Paladino y King | 52 mamiferos, aves y -0,32
(1979) reptiles 0,55xM

Fedak y Seeherman | 69 mamiferos, aves y 0,28
(1979) reptiles 0,56x M

Jensen y Holm- 72 mamiferos, aves, 035
Jensen (1980) reptiles y hormigas 0.76xM

Taylor et al. (1982) | 62 mamiferos y aves 0,53xM 032

Es interesante observar que el pardmetro k en la expresion:

W

LM
es muy parecido en todos ellos, lo que implica que un animal de un peso dado,
por ejemplo un kilogramo, consume la misma cantidad de energia, indepen-
dientemente de la velocidad, para desplazarse por tierra una cierta distancia,
sea de la clase que sea, en particular, sea bipedo o cuadripedo, mamifero, ave
o reptil, como puede verse en la tabla 6.3. Esto parece indicar que todos ellos
han evolucionado hasta alcanzar el grado 6ptimo de gasto energético por
unidad de masa y de longitud recorrida necesario para moverse, deter-
minado por la capacidad de los musculos para producir trabajo, aproximada-
mente la misma para todos. Todo lo demas, la estructura de las extremidades,
el modo de locomocidn, la forma del cuerpo, etc., es secundario.

Notese que lo que se mide en estos experimentos es el consumo de energia
total. No solo el que se destina a la funcion muscular sino también el asociado
al resto de las funciones vitales. Por eso en la figura 6.17 las rectas que dan
la potencia metabolica en funcion de la velocidad no pasan por el origen;
también cuando V=0 es preciso gastar energia. Experimentalmente, el
término correspondiente a v =0 es superior a la potencia metabdlica basal,
porque corresponde a la tasa metabolica en reposo pero en estado de vigilia
y en posicion de marcha. Tomaremos, en lo que sigue, dicho término igual a
la tasa metabdlica en reposo multiplicada por 1,5, que es un valor promedio
medido para una gran cantidad de grupos de animales. La potencia metabdlica
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total en funcion de la velocidad, para un animal dado, tendrd, por lo tanto, la
siguiente forma:

P=A+AV (6.35)

donde A y A, son dos constantes cuyo valor es distinto para cada grupo de
animales.

En el capitulo siguiente veremos que la potencia metabdlica en reposo
también satisface una ley de escala con un exponente a = 0,75, de forma que la
expresion (6.34) puede ahora generalizarse para grandes grupos de animales
de diferente masa y escribirse como:

P = kM®” +k,M "y (6.36)
5 = kM % 4 k,M 3y (6.37)

De la tabla 6.3 se sigue que el parametro k, en las ecuaciones (6.36-37)
toma el valor:
k, ~ (0,53~ 0,76) 10, / (kg x km)

con la masa expresada en kilogramos. Cambiando ahora a unidades de SI:

20.000J /10,

K, ~ (0,53~ 0,76) 10, / (kg x km)-:
2= V10, 1 (kg km) = o Tk

~(11-15) J/(kgxm)  (6.38)
0, de forma equivalente:

k, = (11 - 15) W/kg x (m/s)™*

Observacion. Para una persona de 70 kg, la expresion (6.35) muestra
que la potencia metabdlica total, cuando se mueve a la velocidad de 1 m/s,
es igual a la potencia en reposo, que es del orden de 80 W, multiplicada por
1,5, mas el término proporcional a la velocidad. Tomando un valor para
k, =11 W/kg x (m/s)™, resulta:

P~80x1,5+11x70% x1=310W

que es un valor que se ajusta a la tabla de potencias metabolicas del capitulo
precedente.

Otra cosa distinta sucede cuando consideramos la locomocion acuética y
la aérea. Los animales acuaticos tienen una densidad parecida a la del agua,
es decir, una flotabilidad neutra, y no necesitan gastar energia para mantener
la posicion. Sin embargo, deben vencer la resistencia del agua al movimiento
debida a la friccion y a las turbulencias, por lo que han desarrollado formas
fusiformes, muy parecidas en todos los organismos acuaticos, que minimizan
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dicha resistencia. El coste energético del desplazamiento en el agua es, por lo
tanto, menor que para el desplazamiento terrestre, en un factor proximo a 10,
y la dependencia con la masa tiene un exponente menor, del orden de a = 0,25.
Empiricamente se ha comprobado que para los peces:

% (acudticos) ~1,4 x M=% J/(kg x m)

donde se puede comprobar que el coeficiente de la relacién alométrica es unas
diez veces inferior al de la relacion equivalente para animales terrestres, que,
de acuerdo con la expresion (6.38), es del orden de 11-15 J/(kg < m).

En lo que se refiere a los animales voladores, es mucho mas dificil obtener
datos precisos. Ademas, las formas de vuelo son muy variadas, combinando
el planeo, la suspension y diversas clases de aleteo. Aun asi se han hecho
algunos estudios empiricos sobre el coste energético de volar y el resultado,
incluyendo aves, murciélagos e insectos, es intermedio entre la locomocion
terrestre y la acuatica, siendo la dependencia con la masa similar a la de los
peces. En realidad, la potencia desarrollada por los animales voladores para
desplazarse es parecida a la de los que se mueven sobre tierra. Al contrario
que en el agua, en el aire es preciso mantenerse mediante un esfuerzo
continuado, utilizando la superficie de las alas y las corrientes creadas por
el movimiento de éstas para generar la fuerza de sustentacion necesaria, tal
como veremos en el capitulo 14. Pero la velocidad de vuelo que optimiza el
esfuerzo de locomocion en aire es siempre superior a la de la carrera para
animales de tamafio semejante, por lo que es inmediato entender que el coste
energético por unidad de distancia recorrida es menor en los que vuelan
que en los que se desplazan sobre tierra, ya que necesitan un intervalo de
tiempo menor (y, por lo tanto, una cantidad de energia menor a potencia
constante) para recorrer la misma distancia. El resultado promedio es:

CN—M (voladores) ~ 5, 4x M 9% J / (kg xm) 6.39)

donde, al igual que en los casos anteriores, lamasa M se expresa en kilogramos.
Como vemos en la expresion (6.39), la energia consumida por unidad de
masa y distancia en las aves es del orden de la mitad de la consumida por los
animales de locomocion terrestre.

Todos los datos sobre el coste energético del desplazamiento se encuentran
resumidos en el grafico de la figura 6.18. Puede verse que, debido a la
diferencia en los exponentes que regulan la variacion del consumo energético
en funcién de lamasa, volar resulta mas econémico que moverse en tierra
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para masas pequefias, pero a partir de una masa del orden de los 3 a
10 kg el vuelo se hace mas costoso, por lo que las grandes aves ya no son
voladoras, 0 bien se apoyan sobre todo en el planeo a favor de columnas
de aire ascendente. Una de las aves mas grandes capaces de volar es la
avutarda de Kori (Ardeotis kori), que puede llegar a pesar unos 13 kg y que
s6lo vuela ocasionalmente distancias cortas, lo que parece indicar que hay
un tamafio méximo para animales voladores alrededor del punto de cruce de
las dos lineas de coste energético. Mantenerse suspendido en el aire como
un helicoptero requiere de un intenso aleteo y su coste energético es mucho
mayor que el del vuelo normal, por lo que sélo los pajaros méas pequefios,
como el colibri, que pesa unos 3 g, y la mayoria de los insectos voladores,
pueden conseguirlo.

Caoste del transporte (watt - hora/ kg - km)

| | | | |

102 10 10 10
Masa corporal (kg)

Fig. 6.18. Coste de desplazamiento en funcion de la masa corporal medido como la energia
consumida por kilogramo de masa y por kilémetro recorrido para animales que corren,
vuelan y nadan. Greenewalt (1977).

Por otro lado, también llegaran a cruzarse las lineas que describen el coste
energético de moverse en el agua y sobre tierra, de forma que, por razones
puramente energéticas, a partir de una cierta masa seria mas economica la
locomocion terrestre, pero en este caso empiezan a aparecer otros factores
que hacen imposible la vida en tierra para grandes tamafios corporales,
esencialmente la necesidad de sostenerse en la gravedad terrestre y resistir
las tensiones y los impactos durante el movimiento, como hemos visto, y
también, como veremos en el capitulo siguiente, la dificultad para evacuar el
calor generado en el metabolismo. En cualquier caso, el cruce se produciria
para valores gigantescos de la masa. Asi, para todo el intervalo posible de
masas corporales, el movimiento en el agua es mas econéomico que en
tierra firme.
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Ejemplo. Puede encontrarse la masa corporal a partir de la cual, por
razones puramente energéticas, seria mas econémico moverse en tierra que
en el agua, que es el punto de cruce de las lineas asociadas al consumo
energético en ambos medios:

1L4xM ™% =11xM %

1
0,08
M= " 10t kg =100 T
1,4

Una consecuencia general de este apartado es que aumentar de tamafio
reduce el coste energético de la locomocion por unidad de masa y distancia, lo
que podria ser una de las razones de la tendencia evolutiva a dicho aumento.

Subir pendientes

En el movimiento sobre una superficie plana ya vimos que el gasto energético
tiene como finalidad mover pendularmente las extremidades mientras el conjunto
del cuerpo se desplaza a velocidad constante, permitir la oscilacion del centro
de masas y cubrir las pérdidas de energia en los contactos con el suelo. Cuando
se sube una cuesta se produce, ademas, un incremento en la energia potencial
del cuerpo que es proporcional a lamasa y a la altura subida:

U = Mgh

Elevar 1kg a 1m de altura cuesta 9,8 J de energia mecanica, lo que,
teniendo en cuenta un rendimiento muscular del orden del 25 por ciento,
equivale a un gasto energético de unos 40 J, es decir, 2ml de O,. La energia
gastada por unidad de masa corporal para desplazarse horizontalmente una
cierta distancia disminuye como M-%%, mientras que en vertical es constante

(% = gh). Por otro lado, la tasa metabolica en reposo por unidad de masa

también disminuye como M-%2%, lo que implica que, segin se hace mas grande
un animal, mas le cuesta, relativamente a la cantidad de energia de la que
dispone, aumentar su energia potencial al subir una pendiente. Si P, es la

potencia necesaria para ascender una cuesta con una componente vertical de
la velocidad igual a v, , tendremos

P :4XM

- it = 4Mgv, >~ 40My, (6.40)

donde P, resultaen vatios si la masa se expresa en kilogramos y la velocidad
en m/s. El factor 4 viene del hecho de que es necesario consumir una cantidad
de energia unas cuatro veces mayor que la energia mecéanica producida de
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forma efectiva por los musculos. Si P, es la tasa metabolica en reposo, o
basal, veremos en el capitulo siguiente que para los mamiferos se ajusta a una
expresion del tipo:

P, =3,4M%"
en vatios, con la masa expresada en kilogramos. Asi, la relacion entre
ambas es: p Ay
Do = 29V 025 =11, 5M 0%y, (6.41)
P, 34

Podemos comparar también la potencia necesaria para moverse en
vertical con la que encontramos en la seccion anterior para el movimiento en
horizontal:

P 4Mgy,

vert —
P, 1IM%*y

hor

=3,6M°% Y (6.42)

hor

Si consideramos la ascension por una cuesta del 15 por ciento de pendiente,
a una velocidad de unos 5 km/h, la componente vertical de la velocidad, V,,
resulta ser de 0,21 m/s. Los resultados de los dos cocientes que aparecen en
las expresiones (6.41-42) para animales de diferentes masas pueden verse en
la tabla 6.4.

Tabla 6.4. Potencia relativa necesaria para subir una pendiente
Animal Masa corporal P.. P..
TB I:)hor
ratén 10 ¢ 0,76 0,12
ardilla 100 g 1,4 0,25
persona 70 kg 7,0 2,1
caballo 600 kg 12 4,4
elefante 5.000 kg 20 8,9

Para un raton de 10 g de masa y para una ardilla de 100 g, el aumento de
potencia metabdlica para ascender la pendiente es menor o del orden de la
necesaria para mantenerse en actividad normal y, por lo tanto, inapreciable.
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Por el contrario, para una persona de 70 kg, para un caballo de 600 kg y para
un elefante de 5 toneladas, la potencia metabdlica necesaria para ascender una
pendiente moderada es ya muy superior a la tasa metabolica en actividad normal
y a la necesaria para moverse en horizontal. Asi, para un animal de pequefio
tamafio, como un ratén o una ardilla, el trabajo necesario para ascender una cierta
altura es una fraccion pequefia de la energia total consumida y no hay mucha
diferencia entre moverse sobre un plano o subiendo, lo que les permite trepar
verticalmente con facilidad. Por el contrario, para un animal de gran tamafio, la
energia necesaria para elevar su cuerpo a lo largo de una pendiente supone un
incremento enorme de la energia que debe consumir y de ahi las dificultades
que tienen animales como vacas, caballos o elefantes para desplazarse sobre
pendientes.

6.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1 Lord Rayleigh, en 1915, imagind las estrellas como esferas
liquidas oscilantes que se mantenian como cuerpos compactos por la propia
atraccion gravitatoria de la materia que las conforma. Los parametros
esenciales son, en este contexto, la masa, el radio y la constante de Newton
G. Encontrar, mediante el analisis dimensional, la dependencia con estos
parametros de la frecuencia de vibracion de dichos cuerpos.

Sol.. v=k /G% =k'\/Gp

Es decir, la frecuencia de vibracion no depende separadamente de la masa
y el radio de la estrella, sino solo de la densidad.

Ejercicio 6.2 Enel contexto de lasteorias que buscanintegrar laRelatividad
y la Fisica Cuantica, existen tres constantes universales basicas que son la
velocidad de la luz c, la constante de Newton G vy la constante de Planck 7,
cuyo significado veremos en el capitulo 23 al introducir algunas nociones de
Fisica Atdmica y Nuclear. El valor de 7 es de 1,05x10™* Js, es decir, tiene
dimensiones de momento angular, ML°T ', Existen, en este contexto, una
longitud y un tiempo funcién de estas constantes, llamadas longitud y tiempo
de Planck, cuyo valor debe poseer un significado fundamental. Encontrar la
expresion genérica de estos parametros y su valor aproximado tomando la
constante sin dimensiones que aparece en ambas expresiones igual a 1.

1
Sol.: Loy = k[%jz =10 mt,. . =

3 Planck
C

i ~10*s
C
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A la increiblemente pequefa distancia | _ ., las interacciones entre
particulas elementales sélo podran describirse mediante teorias, todavia
no descubiertas, que unifiquen la Relatividad y la Fisica Cudntica, y
entre el Big Bang, que representa el momento inicial en la historia del
Universo, y t, . resulta imposible entender, mientras no dispongamos de
dichas teorias, los fenédmenos fisicos que tuvieron lugar en ese intervalo

de tiempo.

Ejercicio 6.3 Encontrar la relaciéon entre superficie y volumen de un
cilindro cuya base tiene radio R y de altura h. Encontrar los limites en el
caso de una moneda de espesor cero (h — 0) y de un cilindro muy alargado
que tiende a un hilo (h —» «).

Sol.; S = 2,931+

0,67
z

V¢ siendo z = h
R
Cuando h—0, S/V® o (el volumen tiende a cero pero no la
superficie)

Cuando h— 0, S/V® — o (la superficie y el volumen tienden a cero,
pero el volumen lo hace méas rapidamente)

Ejercicio 6.4 Considérese una serpiente cuya forma aproximada es un
cilindro de un metro de largo con una seccion de dos centimetro de radio.
Encontrar la relacion entre la superficie y el volumen.

Sol.: S ~11xV %%

Ejercicio 6.5 Para el caso de un cilindro, encontrar la relacion entre
altura 'y radio (el valor de z) que minimiza la relacion S/V %€,

Sol.: z=2,esdecir, h=2R
Para este caso, S =5,54xV %%
Ejercicio 6.6 El area de un cono es s =zR*+xzRI, donde R es el radio de

. . 1
la base y | la longitud de la generatriz. El volumen es V = =zR*h, donde h
es la altura. Teniendo en cuenta que 1> = R? + h?, calcular la relacién entre

. , . h .
superficie y volumen de un cono en funcion de la variable z = — que sirve
para caracterizar su forma. R

1+41+2% 2

Sol: §=3,06——""V
Zé
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Lomismoqueenel casodelcilindro, cuando ztiende acero (cono rechoncho
que tiende a confundirse con su base) o a infinito (cono muy alargado que
1++1+ 2

2

73
infinito, debido a la rapida anulacion del volumen en comparacion con la
superficie. Calcular el valor de z que minimiza k y el valor minimo de k, es
decir, la relacion entre superficie y volumen para los conos tales que, para un
volumen dado, su superficie es maxima.

tiende a convertirse en un hilo), la constante k = 3,05 tiende a

Sol.. 7=2J2~2,83: S =6,10xV°

Se comprueba, por lo tanto, que la constante k para un cono es superior
a la del cilindro optimo y, desde luego, a la de la esfera.

Ejercicio 6.7 Si un gato tiene una fuerza relativa igual a 1 y un tigre es
similar pero tres veces mas grande, calcular la fuerza relativa de este dltimo.

Sol.: £=0,33

Ejercicio 6.8 Un gélago es capaz de elevar su centro de masas 2 m en
salto vertical. Suponiendo que sea capaz de contraer los musculos de forma
que éstos desarrollan un trabajo de 100 J/kg, calcular la proporcién de su
masa corporal que corresponde a los musculos saltadores.

Sol.: 19,6 por ciento

Ejercicio 6.9 Calcular: a) la potencia metabolica que tiene que desarrollar
un atleta de 60 kg que es capaz de correr la maraton (42,195 km)en 2 h'y
15 min; b) la energia consumida en kilocalorias. Si en el resto del dia en el
que corre la carrera, su tasa metabolica es la media para una persona de ese
peso (unos 120 W), calcular, c) el aporte de energia que tienen que tener los
alimentos ingeridos ese dia (tomese k, =11 en la expresion (6.38)).

Sol.: @) P~1000W; b) E=1.940kcal; c) E =4.190 kcal

Ejercicio 6.10 Una liebre de 3kg es capaz de correr en llano de forma
sostenida a una velocidad de 10 m/s. Calcular: a) la potencia metabolica
que tiene que desarrollar. Si asciende por una pendiente del 15 por ciento y
desarrolla la misma potencia, calcular: b) la velocidad a la que se desplaza.
Consideremos ahora un galgo de 20 kg. Calcular: c) la velocidad a que puede
desplazarse en Illano suponiendo que la relacion de velocidades se ajusta a la
expresion v o« M%8y d) la potencia metabdlica que necesita desarrollar para
moverse a esa velocidad en llano. Suponiendo que la potencia se mantiene
constante, calular, e) la velocidad a la que se desplaza el galgo por esa misma
pendiente. (tmese k, =11 en la expresion (6.38))
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Sol.: @) PRy,.=240W, Db V,.=56ms;c) v
d) P,

=1.180W; ¢ Vyaigo = 5,6 m/s

=13,8 m/s;

galgo

algo
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Capitulo 7. El metabolismo y las
leyes de escala

Los seres vivos necesitan consumir energia para realizar todas sus fun-
ciones vitales: mantener activos sus organos, impulsar los distintos fluidos
corporales, mantener los potenciales celulares y las bombas ionicas de las
membranas, moverse, etc. Esa energia la adquieren en forma de energia
quimica contenida en los alimentos y liberada, principal aunque no Unica-
mente, a través de procesos de oxidacion. EI metabolismo es el conjunto
de procesos que sirven para transformar esa energia quimica en energia
utilizable por el organismo, y llamamos tasa o ritmo metabdlico a la can-
tidad de energia por unidad de tiempo consumida por un organismo
para poder atender a todas sus funciones, es decir, una cantidad con
dimensiones de potencia. Como ya vimos en el capitulo 5, una forma féacil
de cuantificar la tasa metabdlica es medir la cantidad de oxigeno consumido
por unidad de tiempo puesto que la oxidacion de hidratos de carbono y otras
moléculas energéticas genera, en promedio, 20 J de energia por mililitro de
O, consumido. La identificacion entre tasa metabolica y el ritmo de con-
sumo de oxigeno no es completamente exacta, ya que existen formas de
metabolismo anaerobio en las que hay transformacion de energia pero no
consumo de oxigeno. No obstante, en todos los organismos pluricelulares y
en lamayoria de los unicelulares el metabolismo es aerobio, es decir, basado
en el consumo de oxigeno, excepto en momentos muy cortos de esfuerzo
intenso. Asi pues, para la inmensa mayoria de los seres vivos ambos con-
ceptos son equivalentes y asi los consideraremos.

En el caso de los organismos dotados de movimiento el ritmo metabdlico
cambia con su grado de actividad. Para el caso de que se encuentren en
completo reposo, es decir, sin gasto alguno en mover el cuerpo ni tampoco
en mantener el tono postural tipico de la situacion de actividad normal, la
cantidad de energia consumida por unidad de tiempo se llama tasa metabdlica
basal o, mejor, por las razones expuestas en el capitulo 5, tasa metabdlica
en reposo. Esta tasa metabolica se mide para el animal en completo reposo,
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en un entorno térmico neutral (mantener la temperatura corporal en un
ambiente demasiado frio o demasiado caliente requiere un consumo de
energia suplementario) y en un estado posabsortivo del animal (la digestion
requiere también incrementar el ritmo metabdlico). Cuando el animal se
mueve, la tasa metabdlica aumenta y puede llegar a superar un valor del
orden de diez veces la tasa en reposo, mientras que a lo largo de una jornada
el gasto de energia es un promedio entre los correspondientes al reposo y
a los distintos niveles de actividad motora, denominandose, a veces, como
tasa metabolica de campo. Llamamos tasa metabolica especifica a la tasa
metabolica por unidad de masa corporal, es decir, al consumo de energia
por unidad de tiempo y de masa.

7.1 Laley de Kleiber

7.1.1 La regla de la superficie

Ya desde principios del siglo X1X, como consecuencia del establecimiento
de la ley de la conservacion de la energia, se sabia que debe haber una cierta
relacion entre el ritmo de consumo energético y la masa corporal. En efecto, la
tasa metabolica se refleja en la velocidad con que se mueven 6rganos internos
como el corazén y los pulmones, en el aporte de productos alimenticios a
todas las células del organismo y, como veremos, al ritmo de toda la actividad
vital, incluidos la reproduccién y el envejecimiento. Asi, si todos los animales
tuvieran el mismo grado de actividad metabolica, es decir, mismo consumo
energético por célula, mismo ritmo cardiaco, etc., la tasa metabdloca especi-
fica (por unidad de masa) tendria que ser la misma o, lo que es equivalente, la
tasa metabdlica tendria que crecer de forma proporcional a la masa corporal.
Por otra parte, toda la energia consumida, excepto una pequefia parte que se
transforma en energia mecanica de desplazamiento, se disipa al entorno en
forma de calor. Ahora bien, la velocidad de disipacién, para tejidos organicos
de propiedades similares, depende del area de la superficie corporal y ésta no
varia proporcionalmente a la masa, sino, como sabemos del capitulo prece-
dente, a M %7

Asi, a medida que los animales ganaran en tamafio tendrian cada vez mas
dificultades para disipar el calor generado y llegarian a asfixiarse. Desde luego,
un cambio de forma que aumente la superficie corporal mas rapidamente que

la potencia 2 de la masa tenderia a aliviar el problema, pero para diferencias
3

enormes de masa como la existente entre un ratén y un elefante esta correccion
no puede colmar la considerable diferencia entre generacion y disipacion
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de calor. Por otra parte, el aumento relativo de superficie corporal para los
animales pequefios implica una pérdida de calor mas rapida y eficaz, lo que
debe contrarrestarse con un metabolismo acelerado respecto de los animales
grandes. Este razonamiento llevo, a mediados del siglo XIX, a formular una
especie de regla, conocida como la regla de Bergmann, segin la cual en los
climas frios los animales de sangre caliente tienden a ser de mayor tamafio
que sus parientes proximos que viven en climas célidos a fin de minimizar las
pérdidas de calor. Una regla llena de excepciones, que ha suscitado grandes
controversias.

La conclusion es que la tasa metabdlica en los animales, sea cual sea su
especie, tiene que aumentar mas lentamente que la masa, lo que implica
que la tasa especifica disminuye con la masa corporal. Esta conclusion se
verifica empiricamente con la simple observacion de los ritmos vitales de un
animal grande, vaca, caballo o elefante, con el de uno pequefio, raton o ardilla.
Todos los procesos fisiologicos y el ritmo con el que deben alimentarse los
primeros son visiblemente mas lentos que en los segundos, tal y como se
concluye del simple argumento que relaciona consumo y disipacion de energia.
Lo mas intuitivo es pensar que la tasa metabdlica en reposo es proporcional a
la superficie corporal, es decir:

P, oc M %
I:)B

B o MO

De esta forma, todos los animales tendrian la misma facilidad para disipar
laenergia consumida a cambio de que su metabolismo fuera considerablemente
mas lento a medida que su tamafio creciera.

7.1.2 La ley de Kleiber

Estimar la tasa metabolica basal de un animal es una tarea complicada
que requiere, en primer lugar, medir el consumo de oxigeno y, en segundo
lugar, definir las condiciones en las que debe hacerse; normalmente en
completo reposo, en un entorno térmico neutral y en estado posabsortivo,
lo que se consigue una vez transcurrido un lapso de tiempo después de
la ultima comida, que debe ser tanto mas prolongado cuanto mas grande
es el animal. A veces los investigadores extrapolan las mediciones real-
izadas en otras condiciones y obtienen asi el valor de la tasa en reposo,
pero hay, en todos los casos, una incertidumbre experimental que es preciso
considerar. En 1932, Max Kleiber, un quimico agricola suizo que trabajaba
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en la Universidad de California, en Davis, recopilé todos los datos exis-
tentes sobre ritmo metabdlico en reposo de mamiferos, desde ratas de unos
150 kg a venados de unos 700 kg (es decir, un intervalo en el que el valor
mas alto equivale a mas de 4.000 veces el mas bajo) y encontrd una relacion
alométrica, pero no con un exponente igual a 0,67 como se espera de la regla
de la superficie, sino igual a 0,75. Recuérdese que las relaciones alométricas
se visualizan mejor en diagramas con escala logaritmica, por lo que la figura
7.1, que muestra la ley de Kleiber, y la mayoria de las contenidas en este
capitulo son de ese tipo.
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Fig. 7.1. Tasa metabdlica en reposo para mamiferos y aves en un estudio experimental
publicado poco después de que se formulase la ley de Kleiber. Benedict (1938), adaptada de
Schmidt-Nielsen (1984).

El resultado que obtuvo es:
P, oc M %™

Y dadas las incertidumbres a que hemos hecho referencia, el mismo
Kleiber penso que el valor del exponente 0,74 era indistinguible, desde el
punto de vista experimental, de 0,75, que es el valor aceptado y utilizado
universalmente. A partir de ese momento se sucedieron las medidas sobre
la tasa metabodlica de multitud de organismos y los resultados confirmaron
la llamada ley de Kleiber. Tan sélo seis afios después de haberse publicado
su primer articulo, ya se habia ampliado la relacion de datos hasta ratones
de unos 10 gramos y elefantes de 5 toneladas, incluyendo aves, como puede
verse en el grafico de la figura 7.1. Se han estudiado también reptiles, peces,
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plantas vasculares y microorganismos y, en todos los casos, el exponente de
la relacion entre tasa metabolica en reposo y masa corporal es del orden
de 0,75.
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Fig. 7.2. Tasa metabolica en reposo en funcién de la masa corporal para tres grandes
grupos de organismos. Las lineas corresponden a relaciones alométricas con exponente 0,75
pero con diferentes constantes de normalizacion. Hemmingsen (1960).

En 1961, el mismo Kleiber consider6 que la expresion mas fiable de la tasa
metabdlica en reposo para mamiferos era:

P, =70 x M®" kcal/dia

con M expresado en kilogramos. Las dificultades experimentales y la
variabilidad de las condiciones en las que se mide el ritmo metabdlico
hacen que no sea posible distinguir el exponente 0,75 de 0,73 o 0,76, pero
lo que estd demostrado con certeza es que no es 0,67 como se habia creido
razonando a partir de la superficie corporal y la disipacion del calor generado
en el metabolismo. Los resultados suelen expresarse, como hizo Kleiber, en
kcal/dia, pero, puesto que se trata de una magnitud con dimensiones de
potencia, es interesante también darlos en vatios mediante la siguiente formula
de conversion:

3
1 kealidia = 2183510 _ 6 5484 W
24 x3.600s
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Asi, la relacion de Kleiber para mamiferos resulta ser:

P,=34x M5 W (7.1)

cuando la masa M se expresa en kilogramos. Lo que para una persona de
70 kg equivale a unos 82 W (1.700 kcal/dia), para un raton de 20 gramos a
unos 0,18 W (3,7 kcal/dia) y para un elefante de 5 toneladas a unos 2.000 W
(41.000 kcal/dia). Es frecuente también expresar la tasa metabdlica en unidades
de ml de O, consumidos por segundo:

3,431/s

P, =3,4xM%°PW=—"""""_
20 J /mlO,

xM®® =0,17xM°” mlO, /' s

Cuando la tasa metabolica se expresa en ml O,/s, muchos textos utilizan la
notacion VO,, o velocidad de consumo de oxigeno, de forma que el consumo
basal de oxigeno para mamiferos seria:

VO, =0,17xM*®mlO,/s

Ejemplo. Si el factor de escala lineal entre Gulliver y un liliputiense es
de 10, la relacion entre sus masas es 1.000. Pero la racion de comida diaria
de Gulliver no es de 1.000 raciones liliputienses, como se tiene tendencia
a pensar, ya que la superficie de Gulliver es sélo 100 veces superior a la
de un liliputiense y le resultaria imposible disipar el calor resultante de un
metabolismo mil veces mas intenso. De acuerdo con la regla de la superficie,
le deberian bastar 1.000 #3 = 100 raciones, lo que resulta en un ritmo vital
mucho mas lento que el de los comparativamente bulliciosos liliputienses.
De acuerdo con la ley de Kleiber, la cantidad de comida necesaria para
Gulliver deberia ser equivalente a 1.000 ®™ = 178 raciones liliputienses. Su
ritmo vital ser4 mas lento, pero no tanto como el que se deriva de la ley de la
superficie. Aun asi, tendra un remanente de calor dificil de disipar a través
de su superficie. Por lo tanto, no es verosimil que puedan existir organismos
de dimensiones tan diferentes con la misma forma. Lo normal seria que un
organismo como el de Gulliver hubiera desarrollado una forma tal que su
superficie corporal fuera mayor que la que tendria en caso de ser una simple
copia ampliada de un liliputiense (por ejemplo, con las orejas mas grandes
o con formas menos redondeadas) o estuviera menos protegida por el pelo
(o la ropa).

La tasa metabolica especifica se obtiene de forma inmediata:

Pe _3 40 M 0= Wikg
M
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que nos indica que el ritmo metabolico por unidad de masa disminuye cuando
la masa corporal aumenta. Un elefante necesita consumir en reposo 0,4 W por
kilogramo de su masa, mientras que una persona necesita 1,2 W por kilogramo
y un ratén 9 W por kilogramo.

La ley de Kleiber tiene un significado estadistico claro pero no es una
descripcion precisa de las propiedades de los organismos individuales. Incluso
hay grupos de organismos que se desvian de la linea de regresion alométrica.
Asi, los mamiferos mas pequefios, como las musarafias de unos gramos,
tienen un metabolismo algo superior al predicho por la ecuacion (7.1), debido
a que experimentan una rapida pérdida de calor propia de un cuerpo cuya
relacién masa/superficie es extremadamente pequena; y lo mismo ocurre con
los mamiferos marinos, focas y ballenas, por ejemplo, seguramente debido
a gue necesitan un gasto superior de energia para mantener la temperatura
corporal en el agua fria. Los animales adaptados a la vida en el desierto, por
el contrario, tienen un ritmo metabolico menor que el “normal” seguramente
también por razones de adaptacion al medio.

Los grandes grupos de animales como los mamiferos, los reptiles,
los peces y otros, tienen ritmos metabdlicos muy distintos para la misma
masa corporal. En general, los animales poiquilotermos (de temperatura
corporal variable) tienen una tasa metabdlica basal mucho menor que
la de los homeotermos (de temperatura corporal constante) a igualdad
de masa, lo que se traduce en valores muy distintos del coeficiente que
aparece en la relacion alométrica, pero si se comparan animales de distintos
tamafios dentro de un mismo grupo, la variacion de la tasa metabdlica
con la masa se ajusta siempre al exponente 0,75, como se comprueba en
la figura 7.2. En resumen, dicho exponente describe de forma aproximada
y comprensiva la variacion de la tasa metabodlica con el tamafio para un
enorme espectro de seres vivos, desde microorganismos unicelulares hasta
las ballenas, cubriendo cerca de 18 érdenes de magnitud (un factor de 10%)
en masa corporal.

Las relaciones alométricas en general, y la de Kleiber en particular,
expresan de modo simple regularidades en los seres vivos, que son los
sistemas mas complejos que existen. De hecho, son practicamente los Unicos
ejemplos de leyes cuantitativas universales en biologia que afectan al conjunto
de los organismos y, como veremos, su origen debe situarse en principios muy
generales comunes a todos ellos.

Un ejemplo interesante y verificable de la ley de Kleiber es el cambio en
la tasa metabolica de los bebés. En efecto, mientras el feto esta en el interior
del cuerpo de la madre, desde el punto de vista metabdlico se comporta como
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un 6rgano de ésta y la tasa metabolica especifica es la que corresponde a
una masa corporal de unos 70 kg, es decir, 70 x 70-%% = 24 kcal/(dia x kg).
Inmediatamente después de nacer sigue manteniendo ese mismo ritmo
metabdlico, pero la actividad energética de las mitocondrias de sus células,
asi como la de los aparatos circulatorio y respiratorio, aumenta hasta llegar
a situarse, tras un intervalo del orden de 36 horas, en un ritmo que es el que
le corresponde de acuerdo con la ley de Kleiber. Para un bebé de 3 kg, seria
70 x 39% = 53 kcal/(dia x kg), lo que supone méas que duplicar su tasa
metabolica especifica.

En las aves, pueden distinguirse dos grandes grupos, los paseriformes,
como los gorriones o las palomas, y los no paseriformes, como los pingiiinos
o las avestruces. Los primeros tienen masas generalmente pequefias, desde
pinzones de unos 6 gramos hasta cuervos de cerca de un kilogramo, mientras
que los segundos cubren un rango de masas mucho mayor, desde los colibries
de unos 3 gramos hasta las avestruces de cerca de 100 kilogramos. La tasa
metabolica en reposo para ambos grupos se ajusta a relaciones alométricas
con un exponente del orden de 0,75, pero el coeficiente es distinto. Para los
no paseriformes la tasa metabolica es indistinguible de la de los mamiferos,
mientras que en el caso de los paseriformes casi duplica la de los mamiferos
a igualdad de masa.

Medir la tasa metabdlica de los poiquilotermos, como los reptiles, los
anfibios o los peces, es todavia mas dificil que en los animales de temperatura
corporal constante, ya que cambia notablemente en funcion de latemperatura
ambiente, la estacion del afio, la hora del dia, las reservas de alimento y
muchos otros factores externos. Lo unico que puede hacerse es unificar
las condiciones en las que se hacen las observaciones experimentales. Aun
asi, hay una enorme dispersion de resultados, con exponentes en la relacion
alométrica que relaciona tasa metabodlica y masa que varian entre 0,6 y 1,0,
lo que refleja las dificultades inherentes a las medidas de la tasa metabdlica
en estos grupos de animales. En todo caso, el coeficiente k en la expresion
P, = kM ?#, que equivale a la tasa metabdlica en reposo para un animal de 1
kg de masa, es muy inferior al que corresponde a mamiferos o aves. En el
caso de los reptiles es del orden de 3 a 4 kcal/dia (de 0,15 a 0,19 W), es decir,
un factor 20 veces menor que para los mamiferos.

7.1.3 Derivacion de la ley de Kleiber

Cabe preguntarse por la razon de que el metabolismo de los animales se
ajuste a una relacion alométrica con un exponente del orden de 0,75y no a
la simple regla de la superficie con un exponente 0,67. Como veremos mas
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adelante, la emergencia del valor 3/4 dara lugar a que aparezcan multitud de
leyes alométricas con exponentes multiplos de 1/4. Este hecho y la universal-
idad de la ley de Kleiber sugieren que se debe a la existencia de condiciones
muy basicas comunes a todos los seres vivos que acttan a lo largo de todo el
proceso evolutivo.

Durante mucho tiempo, la Gnica explicacion fue cualitativa, en el sentido
de que dicho exponente representa una especie de compromiso entre la
tendencia a que el calor generado por el metabolismo se disipe a travées de
superficies que crecen isométricamente con el tamafio, lo que llevaria al
exponente 0,67, y la tendencia a que el metabolismo asegure un ritmo vital
elevado, independiente del tamafio, lo que llevaria a un exponente igual a 1.

Otra posibilidad es que, en realidad, la tasa metabdlica sea la suma de dos
términos, uno con exponente 0,67, que seria el asociado al metabolismo de
mantenimiento de las funciones vitales, que variaria de acuerdo con la regla
de la superficie, y otro con un exponente 1, asociado al entorno gravitatorio
en el que los animales han debido evolucionar. La fuerza gravitatoria es
proporcional a la masa y, por lo tanto, habria una parte del metabolismo,
que dependeria de la masa con un exponente 1 necesario para contrarrestar
la accion de la gravedad. Se trata de una posibilidad dudosa y sin ninguna
apoyaturaexperimental, que no consideraremos en lo que sigue, aungque, COmo
veremos, hay derivaciones de la ley de Kleiber que incorporan ingredientes
similares.

El modelo de McMahon

En 1973 McMahon propuso una explicacion esencialmente mecénica
del exponente de Kleiber. Empezo estudiando las dimensiones de los
huesos de las extremidades para poder resistir el peso del organismo
y también las tensiones elasticas generadas durante el movimiento. Ya
sabemos del capitulo precedente que eso implica que las dimensiones de
dichas extremidades no pueden variar isométricamente, sino que si lla-
mamos | asu longitud y d a su diametro, deben ajustarse a una relacion
de semejanza elastica del tipo:

N w

d ol

Si la masa de las extremidades es una fraccion de la masa corporal, ésta
sera, por lo tanto:
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de donde:

3

docMB8

Ahora bien, la potencia desarrollada por los musculos es proporcional
a la fuerza muscular y a la velocidad de contraccion. Esta Gltima es
aproximadamente la misma para musculos homoélogos en diferentes
organismos, por lo que la diferencia neta entre unos animales y otros,
en cuanto a potencia muscular se refiere, radica en la fuerza que, como
sabemos, es proporcional a la superficie transversal del musculo:

3\2 3
Pocdzoc(M5] =M*

Si hacemos la hipotesis de que esta expresion describe la potencia
desarrollada por toda la masa muscular, todos los procesos metaboélicos que
sirven para proveer de energia a los masculos deben ajustarse a la misma
expresion en funcion de la masa corporal, lo que daria como resultado que
la tasa metabdlica satisfaga la ley de Kleiber.

Una de las consecuencias de esta derivacion es que muchas variables
metabdlicas relacionadas con el suministro de energia a los musculos,
como las relacionadas con la circulacion de la sangre o el intercambio de
aire en los pulmones, deben comportarse de forma analoga, como veremos
en lo que sigue. Por otra parte, la derivacion se apoya en un gran namero
de hipétesis no bien establecidas y en las proporciones de las extremidades
que se derivan de la semejanza elastica, que, como sabemos, sélo se aplican
con cierta exactitud a algunos grupos de mamiferos.

El modelo fractal

En 1997, West, Brown y Enquist propusieron una explicacion tedrica
de la ley de Kleiber basada en las propiedades de la red de suministro
energético que todo ser vivo debe poseer. En efecto, las unidades del meta-
bolismo son ciertos organulos celulares, en particular las mitocondrias,
pero tanto los alimentos como el oxigeno deben ser allegados a todas
las células del cuerpo mediante una red ramificada cuyos ejemplos mas
caracteristicos son el sistema circulatorio para los animales o el sistema
vascular para las plantas. Los mecanismos de bombeo, por su parte, son
muy diferentes, desde la bomba muscular pulsante que es un corazon, en
los animales, hasta los gradientes de concentracion y presion de vapor
que generan la circulacion de fluidos en las plantas, pero hay ciertas
caracteristicas universales que las redes deben satisfacer y que estan en la
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base del comportamiento del metabolismo en funcion de la masa corporal.
Las hipétesis basicas son:

a) La red de distribucion estd ramificada de forma que llega a cubrir todo
el volumen del organismo.

b) La ultima rama, en la que se realiza el intercambio directo de nutrientes
con las células (los capilares en el sistema circulatorio de los animales y
los peciolos del sistema vascular de las plantas) tiene un didmetro fijo. Esta
condicion, verificada experimentalmente, se deriva del hecho, ya comentado,
de que el tamafio de los seres vivos varia porque varia el nimero de células que
los componen, no el tamafio de éstas, que es el mismo en todos los casos, tanto
las receptoras de oxigeno como los glébulos rojos.

¢) Los organismos han evolucionado de forma que han minimizado la
energia requerida para efectuar el transporte a través de la red.

De estos principios, que combinan condiciones fisicas y geométricas, se
deduce que los sistemas vasculares tienen una estructura fractal, es decir,
que las pautas de ramificacion se repiten indefinidamente en cada nivel, asi
como un conjunto de relaciones que comprende, de forma significada, la ley
de Kleiber. No especificaremos aqui los detalles de la demostracion, pero si
cuales son los resultados que se van derivando de los principios enunciados
mas arriba y cobmo se combinan para dar la forma de la tasa metabdlica.

Empezaremos describiendo los rasgos mas generales de lared de transporte.
Se trata de un conjunto de conductos, que consideraremos cilindricos, que
se va bifurcando de forma que el tamafio de los conductos resultantes de la
bifurcacién es cada vez més pequefio.

b)

Fig. 7.3. a) Esquema del sistema vascular con dos niveles de ramificacion por encima del
nivel basico. b) En un nivel de ramificacion k, cada conducto tiene un radio medio r. una
longitud media |, y la sangre circula por su interior a una velocidad v, .

En el caso de los animales, los primeros niveles son vasos sanguineos de
didmetro grande que se van estrechando en las sucesivas ramificaciones, mientras
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que en las plantas los vasos anchos son, en realidad, conjuntos paralelos de con-
ductos estrechos, que se van separando en conjuntos con menos vasos cada vez,
pero, desde el punto de vista del volumen de fluido transportado, ambas confor-
maciones son equivalentes.

Que la configuracion resultante sea fractal significa en este caso que, en cada
nivel de ramificacion, el nimero de conductos, n, en que se divide un conducto
del nivel precedente es siempre el mismo (n~3 en los mamiferos), y que la
relacién entre longitud y la anchura de los conductos derivados respecto de las del
conducto madre sean también parametros constantes, independientes del nivel de
ramificacion.

Ademas de demostrarse, a partir de estos principios, que la tasa metabdlica
es proporcional a M®™, se obtienen otros resultados interesantes, como que el
namero total de capilares de un animal crece también con M®™, o que el nimero
de ramificaciones, desde la aorta a los capilares, es proporcional al logaritmo de la
masa corporal, de forma que para un raton hay unas 16 ramificaciones mientras
que para una ballena, cuya masa corporal es 10 millones de veces superior, llega
casi a 30 ramificaciones y en los humanos es del orden de 22. También se puede
demostrar, en el marco de este modelo, que el radio de la aorta es proporcional a
M8y que la presion arterial y la velocidad de lasangre en la aorta es independiente
de la masa corporal. Esta conclusion es en verdad asombrosa. En efecto, la aorta
de una ballena es un cilindro de cerca de 30 cm de didmetro, mientras que la de
una musarafa tiene un diametro del orden de dos décimas de milimetro y, sin
embargo, la velocidad de la sangre y la presion arterial es aproximadamente la
misma en los dos casos, observandose en la practica muy poca dependencia con
la masa, apenas un exponente del orden de 0,07 y 0,03, respectivamente. Pueden
encontrarse los resultados experimentales acerca de las variables vasculares
mencionadas y su comparacion con las predicciones del modelo en la siguiente
tabla:

Tabla 7.1. Relaciones alométricas para ciertas variables del sistema circulatorio
Variable cardiovascular Exponente predicho Exponente medido
Radio de la aorta, 7, 0,375 0,36

Velocidad de la sangre en la aorta, v, 0 0,07

Volumen de sangre, v, 1 1,00

Numero de capilares, N, 0,75 No hay datos
Presion arterial 0 0,03

Tasa metabdlica, P, 0,75 0,75




El metabolismo y las leyes de escala 323

Una consecuencia claramente incorrecta de este modelo es que predice que la
velocidad del fluido es la misma en cada nivel de vaso, desde la aorta a los capilares.
Obviamente esta condicion no se cumple en los ultimos niveles (que corresponden
a los vasos mas estrechos). En efecto, la sangre circula por la aorta a una velocidad
del orden de decenas de centimetros por segundo, mientras que en los capilares,
para que el intercambio de nutrientes con las células sea eficaz, esta velocidad ha
debido reducirse a milimetros por segundo. El origen de esta discrepancia es que,
en una primera aproximacion, no se tiene en cuenta el caracter pulsatil del flujo
sanguineo, sobre todo, la viscosidad en el movimiento de lasangre. Al incorporar
estos dos factores, se observa que en los primeros niveles, correspondientes a los
vasos mas anchos, sus efectos son menores y se conserva la velocidad en cada
ramificacion, mientras que en los niveles de conductos mas estrechos aparece
una resistencia a la circulacion que hace que la velocidad vaya disminuyendo. Por
ejemplo, en los humanos, la velocidad permanece aproximadamente constante
en las ocho o diez primeras ramificaciones y disminuye a partir de ese punto. El
tratamiento mas detallado y completo del flujo sanguineo muestra que el hecho de
que las condiciones enunciadas mas arriba sean validas para los primeros niveles
de vascularizacion basta para preservar las consecuencias globales, en particular
la ley de Kleiber. En el capitulo 14 se vera con detalle como afecta la viscosidad
a la pérdida de velocidad en los vasos mas estrechos.

Puede hacerse un desarrollo similar para el sistema vascular de las plantas y
el resultado es el mismo. La tasa metabdlica depende alométricamente de la masa
de la planta con un exponente igual a 0,75.

Una de las dificultades que tienen los dos modelos anteriores es que, al
centrarse en un unico fendmeno que controla las capacidades metabdlicas,
hace dificil entender las distintas pautas de consumo energético, por ejemplo
el minimo que corresponde al metabolismo basal o en reposo y el que
corresponde al maximo esfuerzo muscular. En efecto, si una Unica causa limita
la tasa metabdlica en reposo, es dificil entender que ésta pueda aumentar en
situacion de maxima actividad porque tendria que desbordar un limite que ya
esta actuando en el reposo.

Asi, se han propuesto modelos en los que se estudia el proceso metabdlico en
detalle, combinando el comportamiento de cada uno de los pasos; por ejemplo la
ventilacion pulmonar, el trabajo cardiaco, la circulacion, el intercambio celular,
el transporte intracelular, la sintesis de ATP y de proteinas, el mantenimiento de
los potenciales ionicos, etc. Por ejemplo, Darveau et al., en 2002, llegan, para el
reposo, a un exponente global cuyo valor es del orden de 0,75, de acuerdo con
la evidencia experimental, pero en el caso de maximo esfuerzo no sélo varia la
constante k, que se multiplica por diez, aproximadamente, respecto de su valor
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en el reposo, sino que el exponente a es del orden de 0,88, proximo al valor
experimental de 0,85.

La existencia de varios modelos para explicar desde un punto de vista tedrico
la dependencia de la tasa metabdlica con la masa es una indicacion de que se trata
de un problema no resuelto de forma convincente. Los distintos modelos suponen
métodos de aproximacion diferentes que, seguramente, habra que tener en cuenta
en una explicacién mas consolidada del fenémeno, pero en estos momentos la
cuestion sigue siendo debatida y objeto de numerosos trabajos de investigacion. El
modelo fractal, por su parte, aunque s6lo sea una aproximacion parcial al problema
y conceptualmente esté méas relacionado con la tasa metabdlica en actividad
que con la de reposo, incorpora elementos comunes a todos los organismos
pluricelulares que ayudan a entender la universalidad de la ley de Kleiber.

714 La tasa metabdlica mdxima

La tasa metabdlica necesaria para mantener el maximo de esfuerzo aerobico,
por ejemplo en carrera 0 en vuelo a laméaxima velocidad sostenida que sea posible,
depende, como hemos mencionado en el parrafo precedente, de la capacidad del
sistema respiratorio y cardiovascular para mantener un flujo continuo de oxigeno
desde el entorno a las mitocondrias celulares.

En mamiferos, dicha tasa metabdlica es del orden de 10 veces la que
corresponde al reposo. Estudios experimentales realizados por Taylor y Weibel
en 1981 para 22 especies dieron como resultado un ritmo metabdlico:

P ~38xM%*wW (7.2)

con la masa expresada en kilogramos. La inclusion de datos existentes en la
literatura para 23 especies mas modifico el exponente promedio hasta llevarlo
a un valor del orden de 0,85. En la expresion (7.2) se aprecia que la tasa maxima
para un animal de un kilogramo es 38 vatios, unas 11 veces superior a los 3,4
vatios de la tasa metabdlica en reposo para esa misma masa. Para una persona
de 70 kg, el factor es algo superior debido a que el exponente alométrico es mas
grande que el que aparece en la tasa metabolica en reposo. Aplicando la formula
(7.2), resulta una tasa maxima de unos 1.200 W, unas 15 veces superior a la tasa
en reposo (80 W), que es del orden de la resefiada en la tabla 5.2 para el pedaleo
sostenido a gran velocidad.

Sin embargo, hay excepciones notables a esta conclusion. Como ya hemos
visto en el capitulo 5, los atletas de primer nivel mundial, con un entrenamiento
intensivo, son capaces de alcanzar un nivel metabdlico méximo superior, lo
mismo que las variedades de caballos y perros que han experimentado un largo
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proceso de seleccion para poder sostener velocidades muy elevadas. En general,
los animales domésticos tienen una tasa metabdlica maxima que puede ser
muy superior a la media de las especies naturales, por ejemplo en el caso de los
animales corredores, o bien muy inferior, como en el caso del ganado criado para
dar carne o leche. Como también vimos en el capitulo 5, pueden desarrollarse
tasas metabdlicas muy superiores durante intervalos de tiempo muy cortos (del
orden de segundos) en esfuerzos basados en el metabolismo anaerobio.

Las aves alcanzan, en promedio, una tasa metabdlica maxima superior,
comparativamente, a la de los mamiferos, con una constante multiplicativa en la
relacion alométrica del orden de 15 veces mayor que la de reposo. Los murciélagos,
por su parte, comparten este parametro con las aves y constituyen otra excepcion
en los mamiferos.

7.1.5 El'metabolismo de los tejidos

Es interesante examinar donde se produce la disminucion del ritmo metabolico
especifico (por unidad de masa) segun aumenta la masa corporal, tal como
reflejan las leyes de escala estudiadas hasta ahora. Hay unos pocos 6rganos muy
activos metabolicamente que son los que, en reposo, acaparan la mayor parte
de la energia consumida. Por ejemplo, el corazon, los rifiones, el cerebro, el
higado y el bazo suponen apenas el 8 por ciento de la masa corporal en
una persona y, sin embargo, consumen cerca de las tres cuartas partes de
la potencia metabdlica en reposo, mientras que la otra cuarta parte se consume
en el 92 por ciento restante de la masa corporal, compuesta por los musculos,
tendones, esqueleto, piel, tejido adiposo y otros.

Podria pensarse, por lo tanto, que la tasa metabodlica especifica disminuye
porgue disminuye el tamafio relativo de los 6rganos mas activos. Pero el examen
de los datos disponibles no permite llegar a esa conclusion.

Tabla 7.2. Masa relativa de los distintos érganos corporales

Organo Masa en funcién de la Porcentaje de la masa corporal (Mxloo )
masa corporal (en kg) ] p M

Corazon 0,006 x M 0,6

Rifiones 0,007 x M % 0,7 x M 15

Cerebro 0,009 x M %7 0,9 x M 3

Pulmones 0,01 x M 1

Higado 0,03 x M % 3x MO

Masa muscular 0,40 x M 40
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El Gnico 6rgano cuyo tamafio disminuye en relacion con la masa corporal
de forma clara es el cerebro, mientras que los rifiones y el higado lo hacen a
un ritmo inferior al de la disminucion de la tasa metabolica. El corazon, los
pulmones y los musculos representan un porcentaje fijo de la masa total, inde-
pendientemente del tamafio.

Asi pues, el decrecimiento del ritmo metabolico especifico proporcional-
mente a M no se debe a una disminucion de ese orden en la masa de los
organos mas activos, sino al decrecimiento de la actividad metabolica de los
tejidos que conforman dichos érganos. Ahora bien, la actividad metabdlica
puede ser correlacionada con el nimero de mitocondrias por unidad de volumen
en las células y con la concentracion de enzimas metabdlicas relacionadas con la
actividad mitocondrial. Ambas variables han sido medidas en funcion de la masa
corporal observandose esa disminucién. Asi, la densidad de mitocondrias en el
higado (nimero de mitocondrias por unidad de masa del 6rgano) ha sido estu-
diada en mamiferos de tamafios muy distintos llegandose a la conclusion de que:

N i 01
mitocondrias o M 0,10

higado

de donde se sigue que:

-0,10 0,87 -0,10 _ 0,77
xM oM™ xM =M

o« M

r]mi'[ocondrias higado

lo que muestra que el equipamiento metabdlico de los distintos tejidos se
corresponde con las necesidades energeticas del organismo, que se ajustan a la
ley de Kleiber, combinando el volumen del tejido con su actividad metabolica
especifica.

7.2 El suministro energético

Hemos visto cuales son las necesidades energéticas de los organismos en
funciéndel tamafio. Para cubrirlas hay que aportar nutrientes y oxigeno a través
de complicados sistemas y este aporte debe también acomodarse al ritmo de
consumo que expresan las relaciones de escala. Repasaremos ahora como se
produce esta adecuacion en el sistema respiratorio y en el circulatorio.

7.2.1 Los pulmones y el suministro de oxigeno

Ya sabemos que el consumo de oxigeno es, para los organismos aero-
bios, proporcional al de energia. Asi, si la potencia metabodlica especifica
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disminuye en funcion de la masa del animal como M 2%, de esa misma
forma deberd comportarse el suministro de oxigeno al organismo. Ya hemos
visto que este fendmeno no puede derivarse de una disminucion relativa
del tamafio de los pulmones cuando aumenta la masa corporal ya que éstos
suponen una fraccion constante del cuerpo. Pueden verse algunas otras
caracteristicas de la respiracion en reposo en mamiferos en la tabla 7.3 con
datos de Stahl (1967).

Tabla 7.3.- Parametros del sistema respiratorio en funcion de la masa corporal

Variacion con M

Parametro (en kg) Resultado para M = 70 kg
Capacidad total 57 x M 93 4.500 ml

Volumen por 7,7 X MW 640 ml

inhalacién

Ritmo de ventilaciéon | 0,38 x M %% 11 I/min

fer:;itzrclgi de 53 x M2 17 inhal/min

Ritmo de consumo 11,6 x M 07 293 ml O, /min

de oxigeno

La ultima linea de la tabla expresa sencillamante la ley de Kleiber,
mientras que las dos primeras reflejan el hecho de que el volumen de aire
bombeado por los pulmones en cada inhalacion es proporcional a la masa
corporal, puesto que los exponentes 1,03 y 1,04 son practicamente equiva-
lentes a 1, en correspondencia con el hecho de que también lo es la masa
de los propios pulmones. Si dividimos, ademaés, la segunda por la primera,
encontramos que el volumen de aire en cada inhalacién es una fraccién con-
stante de la capacidad total, aproximadamente 1/7, desde un ratdn a un ele-
fante. Por lo demas, los pulmones de todos los mamiferos tienen las mismas
propiedades elasticas y extraen, ademas, la misma fraccion de oxigeno,
aproximadamente un 3 por ciento del volumen de aire respirado.
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Fig. 7.4. Volumen de los pulmones, en litros, en funcién de la masa corporal. La pendiente
de la recta es indistinguible de 1, es decir, el volumen de los pulmones representa una frac-
cién constante de la masa del cuerpo. Tenney y Remmers (1963).

Lo que genera la diferencia en el aporte de oxigeno al organismo es la
frecuencia de respiracion, muy grande en el caso de los animales pequefios y
muy pequefia en los animales grandes, con una dependencia de la masa igual
a la de la tasa metabdlica especifica.

En las aves, el sistema respiratorio es muy distinto al de los mamiferos, lo
que se traduce en que las constantes multiplicativas en latabla precedente varian
considerablemente, y la eficacia extractora de oxigeno en cada inhalacién es
algo superior, del orden del 4 por ciento del volumen del aire respirado. Pero
los exponentes alométricos son iguales, lo que hace que la explicacion de la
variacion del suministro de oxigeno en funcién de la masa sea la misma que
para los mamiferos: se relaciona exclusivamente con el ritmo respiratorio y
no con el tamafio de los pulmones, que es proporcional a la masa corporal,
ni a sus propiedades, que son las mismas con independencia del tamario
del animal.
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7.2.2 La circulacion de la sangre
La capacidad de transporte del sistema circulatorio

Una vez extraido el oxigeno del aire en los pulmones, es preciso transpor-
tarlo a través del torrente sanguineo hasta las células que lo van a consumir. De
nuevo podemos preguntarnos por las razones de la variacion de la cantidad de
oxigeno transportada en funcion de la masa corporal. El oxigeno se fija en los
pulmones a una molécula, la hemoglobina, contenida en los glébulos rojos de
la sangre, y luego es liberado en los capilares. Asi, la capacidad de transporte
de oxigeno depende de la concentracion de hemoglobina y ésta resulta ser la
misma para todos los mamiferos: entre 130 y 150 gramos de hemoglobina
por litro de sangre, contenidos en los glébulos rojos, que representan alre-
dedor de un 45 por ciento de la sangre, siendo el resto plasma.

Un aumento en el nimero de gdbulos rojos implica aumentar la capacidad
de transporte de oxigeno, pero se traduce en un aumento de la viscosidad, de
forma que la concentracion de hemoglobina presente en todos los mamiferos es
el resultado evolutivo de un compromiso: optimizar la capacidad de transporte
de oxigeno sin aumentar la viscosidad de la sangre hasta un punto en el que
el corazon tenga que hacer un trabajo imposible o peligroso. En este aspecto,
como en la mayoria de los relacionados con los seres vivos, hay algunas
excepciones: los mamiferos mas pequefios y los organismos que viven en
ambientes de gran altitud, escasos de oxigeno, sobrepasan los 150 gramos
de hemoglobina por litro de sangre. La razén por la que muchos atletas se
entrenan en altitud es, precisamente, conseguir que el organismo responda a
la escasez de oxigeno ambiental aumentando la concentracion de hemoglobina
en la sangre, lo que, segln hemos visto, genera un efecto colateral peligroso
como es la sobrecarga del corazén.

Tampoco el tamafio de los glébulos rojos depende del tamafio del
organismo. En los mamiferos su diametro varia entre 5 um y 9 um (del
orden de 7,5 um para los humanos), sin ninguna correspondencia con la
masa corporal, lo que implica que el didmetro de los capilares, adaptado
al paso de los globulos rojos, es universal, el mismo para un ratén y un
elefante. En las aves los globulos rojos son ligeramente mas grandes y en
reptiles y anfibios su tamafo es mayor.

La capacidad de transporte de oxigeno en sangre es, por lo tanto, la misma
para todos los mamiferos con unas pocas excepciones. La cantidad total de
hemoglobina en un organismo seré igual a su concentracién multiplicada por
el volumen total de sangre, pero éste es aproximadamente proporcional a la
masa del cuerpo:
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V ~66xM ml

sangre

donde la masa se expresa en kilogramos. Para una persona de 70 kg, el volumen
de sangre en el cuerpo se sitda entre los 4,5 y los 5 litros, mientras que para
un elefante de 5 toneladas es unos 350 litros. Como la densidad del cuerpo es
del orden de la de la sangre, de esta expresion se sigue que la sangre ocupa un
volumen que es entre un 6 y un 7 por ciento del volumen corporal en todos
los casos. También en este punto hay excepciones. Los mamiferos buceadores
presentan un volumen de sangre sisteméaticamente mas grande que el de otros
mamiferos del mismo tamafio. Se trata de una nueva adaptacion a un modo de
vida que exige almacenar oxigeno durante periodos de tiempo largo, lo que se
consigue aumentando el volumen de la sangre, que se usa como depdsito.

En resumen, la cantidad total de hemoglobina en un organismo es
proporcional a la masa del cuerpo y no puede dar cuenta de la dependencia en
el ritmo de oxigeno transportado.

El corazon
La frecuencia cardiaca

Para mover la sangre a través del sistema circulatorio existe un 6rgano, el
corazdn, que actia como bomba capaz de impulsar la sangre por la red de con-
ductos y hacer llegar con ella a todos los rincones del cuerpo el oxigeno, los nutri-
entes, las hormonas, el calor, los residuos del metabolismo, etc. La capacidad de
impulso del corazon depende de su tamafio, del volumen de sangre que mueve en
cada contraccion y de la frecuencia de latido. En la tabla 7.4 se da la dependencia
con la masa corporal de algunos parametros del sistema circulatorio, medida
experimentalmente, segan Li (2000). Obsérvese que los exponentes asociados a
la presion arterial y al radio de la aorta, 0,03 y 0,36, coinciden aproximadamente
con los derivados en la secciéon 7.1.3,0,0 y 3/8 = 0,375.

Tabla 7.4. Parametros del sistema circulatorio en funcion de la masa corporal
Parametro Variacion con M (en kg) | Resultado para M =70 kg
Frecuencia cardiaca 220 x M 70 puls/min

Vol. de sangre por impulso | 0,66 X M "% 57 ml

Presion arterial 89 x M 100 mm de Hg

Radio de la aorta 0,21 x M %3 0,97 cm

Longitud de la aorta 17 x M %! 63 cm

Masa del corazon 0,0066 x M % 0,42 kg
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El corazon, como ya hemos visto, representa aproximadamente un 0,6 por
ciento de la masa corporal para los mamiferos, independientemente del tamafio
del animal, excepto, como veremos, para el caso particular de los extrema-
damente pequefios. El volumen de sangre impulsada en cada contraccion es
proporcional al volumen del corazén vy, por lo tanto, también a la masa del
cuerpo. Ambas afirmaciones se ven corroboradas en la tabla 7.4. Los expo-
nentes de la relacion alométrica para el volumen de sangre en cada impulso y
para la masa del corazén son 1,05y 0,98, a todos los efectos practicos iguales a
1, que es el valor que equivale a la proporcionalidad con la masa corporal.

Por el contrario, donde hay una variacion clara con la masa corporal es en
la frecuencia cardiaca, que disminuye segun una relacién alométrica con un
exponente aproximadamente igual a 1/4:

-0,27

f...q (Mamiferos) ~ 220x M ~"“"pulsaciones por minuto (7.3

Es decir, la disminucién del ritmo especifico (por unidad de masa) de
transporte de oxigeno y nutrientes, conforme a la ley de Kleiber, se explica
enteramente mediante la frecuencia cardiaca y no mediante ninguna otra
caracteristica estructural del corazén o de la sangre. Todas ellas, menos
la frecuencia cardiaca, son constantes, independientes del tamafio del animal.
Ocurre en este caso exactamente lo mismo que para el suministro de oxigeno,
que, segun hemos visto en el apartado anterior, depende enteramente de la
frecuencia respiratoria.

La ecuacion que da la frecuencia cardiaca en funcion de la masa corporal
predice que el corazon de una persona de 70 kg late en reposo con una
frecuencia de unas 70 pulsaciones por minuto, mientras que el de un elefante
de 5 toneladas late a 22 pulsaciones por minuto y el de una rata de 100 g a
unas 410 pulsaciones por minuto.

El problema es que en los animales mas pequefios, como las musarafias
(un ejemplar de Suncus etruscus adulto pesa unos 2,5 g, mientras que uno de
Sorex cinereus se sitGa entre los 3 g y los 4 g), el ritmo cardiaco tendria que ser
enorme, unas 1.050 pulsaciones por minuto para una masa de 3 gramos. Por
razones que veremos al considerar la regulacion de la temperatura corporal,
estos animales incansables, que no paran de moverse e ingerir alimento, tienen
una tasa metabdlica todavia mayor que la que les corresponderia por su masa
diminuta. Por lo tanto, a igualdad de todos los otros factores, su corazén deberia
latir a la inconcebible frecuencia de méas de 2.000 pulsaciones por minuto.

El corazon necesita un tiempo minimo para contraerse, expulsar sangre,
relajarse y llenarse de nuevo de sangre para impulsarla de nuevo. Hay, por
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lo tanto, un limite inferior en el tiempo entre dos latidos sucesivos, que
se estima en unos 50 milisegundos, por debajo del cual es imposible que el
corazdén complete el ciclo, lo que se traduce en un limite superior a la frecuencia
cardiaca. Este limite es, por lo tanto, de 1/0,050 = 20 pulsaciones por segundo
0, lo que es equivalente, 1.200 pulsaciones por minuto. La frecuencia cardiaca
mas grande observada en musarafias al maximo de actividad es, en efecto, de
unas 1.300 pulsaciones por minuto, lo que implica que en reposo tiene que ser
menor, situandose, de hecho, alrededor de las 600 pulsaciones por minuto.

Por lo tanto, para hacer frente a las necesidades de su metabolismo, los
mamiferos mas pequefios no pueden incrementar la frecuencia cardiaca,
como hacen todos los demas, con arreglo a la expresion (7.3). Es preciso
que alguno de los otros factores sea claramente distinto, y este factor
resulta ser el tamafio del corazdn. En los animales mindsculos, el corazén
es comparativamente el triple de grande que en el resto de los mamiferos,
suponiendo un 1,7 por ciento, aproximadamente, de la masa corporal.
Asi, en el extremo inferior de la escala de tamafios aparece una cierta
discontinuidad, ya que las necesidades metabolicas no se cubren simplemente
aumentando el ritmo cardiaco como en todos los demas, al alcanzarse un
limite infranqueable, sino que tiene que ser complementado con el aumento
relativo del corazon.

En las aves, ocurre algo muy parecido. El tamafio del corazén es propor-
cional al del cuerpo, pero mayor que en los mamiferos, un 0,8 por ciento
aproximadamente. La frecuencia cardiaca es, por su parte, algo menor a
igualdad de masa con los mamiferos, pero varia en funcién de la masa cor-
poral con la misma ley alométrica:

f_.4(aves) ~160x M *pulsaciones por minuto (7.4)

Notese que la combinacién de mayor capacidad del corazon y menor
frecuencia hace que la cantidad de sangre movida por unidad de tiempo
en aves y mamiferos sea similar, de conformidad con una tasa metabdlica
también similar. También en el caso de las aves mas pequerias, en los colibries
concretamente (los ejemplares de Selasphorus scintilla pesan algo menos
de 3 gramos), ocurre el mismo fenédmeno que en los mamiferos. Estas aves
diminutas llegan hasta el limite de la frecuencia cardiaca de unas 1.300
pulsaciones por minuto en los momentos de maximo esfuerzo y necesitan
un corazon unas tres veces mas grande que el que les corresponderia por su
tamario si pudieran aumentar su frecuencia cardiaca de acuerdo con la regla
general, hasta llegar a suponer un 2,4 por ciento de la masa corporal. Sélo asi
pueden subvenir a sus necesidades metabdlicas.
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Los murciélagos tienen caracteristicas metabdlicas parecidas a las de las
aves y el tamafio de su corazon, a una masa corporal dada, se parece mas al
de las aves que al de los mamiferos. Y también en los casos de murcielagos
diminutos, como el Pipistrellus pipistrellus, que pesa apenas 5 gramos, su
corazon es el doble del que le “corresponderia” en funcién de su tamafio.

En los mamiferos marsupiales el corazén es también una fraccion cons-
tante de la masa del cuerpo y el ritmo cardiaco se ajusta a una expresion del
tipo:

f ., (marsupiales) ~110 x M ~** pulsaciones por minuto (7.5)

es decir, se comporta como en el resto de los animales de sangre caliente, con
el mismo exponente alométrico pero distinta constante de proporcionalidad.
El valor de esta Gltima en la ecuacion (7.5) muestra que, a igualdad de masa, la
frecuencia cardiaca es del orden de la mitad que en el resto de los mamiferos,
lo que implica que su tasa metabdlica sea también menor.

Los reptiles y anfibios tienen un corazéon menor en comparacion con el de
los animales de sangre caliente, entre un 0,4 y un 0,5 por ciento de la masa
corporal. Su tasa metabolica especifica se ajusta también a la ley de Kleiber
a través del cambio de ritmo cardiaco, aunque en los animales de sangre
fria éste depende considerablemente de las condiciones ambientales. Lo
mismo ocurre en el caso de los peces, cuyo corazon es todavia mas pequefio,
aproximadamente un 0,2 por ciento de su masa total.

En el méximo de actividad, los mamiferos pueden llegar a aumentar su
ritmo cardiaco en un factor entre dos y tres (las musarafias apenas pueden
llegar a un factor dos). En las aves, el factor es de ese mismo orden, aunque se
ha observado que las palomas pueden multiplicar el nimero de pulsaciones en
reposo por un factor proximo a seis en los momentos de maximo esfuerzo. Sin
embargo, la tasa metabolica maxima llega a ser hasta 15 veces la del reposo,
lo que implica que a este aumento deben contribuir otros factores, ademas del
aumento del ritmo cardiaco. Estos son el aumento de la presion arterial, que
puede duplicarse, y la fraccion de oxigeno que los mudsculos son capaces de
extraer de la sangre en los momentos de gran esfuerzo, que supone un factor
suplementario del orden de tres respecto de la eficacia extractora en situacion
de reposo.

El trabajo que hace el corazon al mover una cierta cantidad de sangre a lo
largo de una distancia | sera:

W =Fxl=pxSxl=pxV
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donde P es la presion que el corazon es capaz de ejercer, igual a la fuerza que
imprime a la sangre dividida por la seccion transversal total de los conductos
por los que la impulsa, de forma que F = p x S. Por otro lado, V =S x|
es el volumen de sangre desplazado en un latido (mas adelante se vera con
detalle la nocién de presion y su aplicacion al caso del sistema circulatorio).
La sangre es impulsada a traves de la aorta y de la arteria pulmonar, pero la
presion en esta Gltima es del orden del 20 por ciento de la de la aorta, por
lo que, dado que el volumen de sangre tiene que ser el mismo, el trabajo que
hace el corazon es, salvo una correccion del 20 por ciento, el que necesita
para impulsar la sangre a través de la arteria aorta.

La presion en la aorta es ciclica y varia segun esté el corazén en fase
de sistole o de diastole, de forma que consideraremos, para simplificar, la
presién media. Como ya vimos en una seccion anterior, la presion media en
la aorta es una constante en todos los mamiferos, desde los ratones a los
elefantes, con un valor igual a 1,3 x 10* N/m? = 0,13 atmdsferas ~ 100 mm de
Hg. En realidad, esta presion es lo que definiremos mas adelante como presion
manométrica, igual a la diferencia entre la presion del fluido (en este caso la
sangre) y la presion atmosférica, exterior al conducto por el que se mueve, que
es de una atmdsfera. La presion total en el interior de la aorta es, por tanto,
igual a 1,13 atm = 880 mm de Hg, en todo caso igual para todos los mamiferos.
Como el volumen de sangre expulsado en un latido es proporcional a la masa,
deducimos que el trabajo que realiza el corazén en cada latido es proporcional
también a la masa corporal. Y como la frecuencia de latido es proporcional
a M%% la potencia cardiaca (trabajo realizado por unidad de tiempo) sera
proporcional a M%7, de nuevo en consonancia con la ley de Kleiber.

El tiempo de circulacion

La diferencia en la concentracién de oxigeno de la sangre es de 50 ml por
litro de sangre entre la méas rica y la mas pobre en oxigeno. Por lo tanto, para
proporcionar al organismo una cantidad X de oxigeno, expresada en litros,
es preciso movilizar:

_ X~ 20X litros de sangre (7.6)

0,050

Dado que la tasa metabdlica en reposo para mamiferos, medida en vatios,
es 3,4x M °™, de acuerdo con la expresion (7.1), podemos encontrar facilmente
el volumen de oxigeno que es preciso consumir por minuto:

204xM®"™J / min
20 J /mlO,

VO, =3,4xM%"® J /sx60s/min = =0,0102x M *™ mlO, / min
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y para estimar la cantidad de sangre que hay que desplazar hay que multiplicar
el volumen de oxigeno por 20, de acuerdo con la expresion (7.6). Asi, la
cantidad de sangre movilizada por el corazon es del orden de:

AV

% ~0,2xM®™ litros de sangre por minuto (7.7)

que se aproxima mucho al resultado obtenido en medidas directas de
volimenes de sangre impulsados por el corazén. Para una persona de 70 kg,
la expresion (7.7) nos dice que su corazén moviliza 0,2x 70%” ~ 4,8 litros de
sangre por minuto; es decir, la totalidad de la sangre de una persona recorre el
circuito sanguineo en un tiempo del orden de un minuto. Se llama, justamente,
tiempo de circulacién al tiempo que tarda toda la sangre de un animal en
completar la circulacion y, por lo tanto, renovar su contenido de oxigeno.
Su expresion general seré:

AVsangre - 01 066 x M
AVsangre O! 2xM 0.7
At

At = =0,33x M **minutos = 20x M ***segundos

que nos indica que una musarafia de 3 gramos hace circular la totalidad de
su sangre en unos 4 segundos, mientras que un elefante tarda algo menos de
3 minutos. Por supuesto que si se estd haciendo ejercicio en lugar de estar en
reposo, el tiempo de circulacion disminuye y puede llegar a ser la quinta parte
de su valor en reposo.

7.3 El tiempo biologico

Como ya hemos visto, la frecuencia respiratoria o cardiaca de los animales
mas pequefios es muy grande, asi como la velocidad con que mueven sus
extremidades, mientras que ocurre todo lo contrario en los animales grandes.
Estas diferencias estan ligadas a las diferentes tasas metabodlicas especificas
y se reflejan en muchas otras variables relacionadas con el tiempo: tiempo de
gestacion, de madurez sexual y de vida. Asi, el tiempo fisiologico tiene una
relacion con el tiempo fisico distinta para cada organismo, dependiendo basi-
camente de la masa corporal.

A partir de la frecuencia cardiaca de los mamiferos podemos calcular la
duracion de cada latido del corazon en funcion de la masa corporal expresada
en kilogramos:
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tico = L =1 meomin= 0,27xM **'seg (7.8)
foa 220
y lo mismo puede hacerse para el tiempo entre dos inhalaciones al respirar:
1 1 .
to =——="M"®min=1,1x M **se 7.9
inhal f 53 g ( )

resp

La tasa metabdlica especifica es proporcional a M %%, por lo que el
“tiempo metabdlico”, definido como el tiempo que se tarda en consumir una
cierta cantidad de energia por unidad de masa corporal, sera proporcional al
inverso de la tasa especifica y se comportara también como M%?, El tiempo
fisiologico se puede definir a partir del ritmo metabdlico, o de circulacion
sanguinea o de extraccion de oxigeno, o de consumo y renovacién de alguna
sustancia basica como una hormona o la glucosa. Todos estos procesos estan
ligados, como hemos visto en las secciones precedentes, y por esa razon, sea
cual sea su definicion, el tiempo fisiolégico es una funcion creciente de la
masa y, mas en concreto, proporcional a M%%,

El hecho de que todos los tiempos tengan el mismo comportamiento
permite encontrar relaciones entre ellos en las que se cancela la dependencia
en la masa. Por ejemplo, a partir de las expresiones (7.8-9), la razon entre las
frecuencias cardiaca y respiratoria en los mamiferos sera:

f, _ 220xM°%
= =42 (7.10)

resp

Es decir, en todos los mamiferos, independientemente de su masa, la
frecuencia cardiaca es igual a la respiratoria multiplicada por un factor cuyo
valor es del orden de 4,2 a 4,5. Lo mismo ocurre con las aves, pero el factor
es del orden de 9.

Consideremos ahora el tiempo medio de vida de un animal. Se trata de un
concepto dificil de definir con precision. En efecto, no es lo mismo la vida
media de un animal en la naturaleza, sujeto a la accién de predadores, falta de
alimento o calamidades naturales, que en cautividad, donde no se da ninguna
de estas contingencias. Por otra parte, en condiciones naturales el tiempo de
vida maximo que alcanzan algunos individuos dista mucho del promedio de la
especie a la que pertenecen. Aun con todas estas dificultades, puede afirmarse
que la duracion de la vida aumenta con la masa e, incluso, se ha cuantificado
esta relacion para mamiferos y aves en cautividad:
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t,.. (mamiferos) ~12x M °* afios (7.10)

t ... (aves) =~ 28x M ** arios (712)
vida ( )

donde la masa M se expresa en kg. Para animales en la naturaleza, la
duracién promedio de su vida es notablemente menor que lo que resulta de
las expresiones (7.11-12). Como puede verse, mamiferos y aves muestran una
dependencia con la masa similar, pero la comparacion de los coeficientes
indica que las aves viven aproximadamente 2,3 veces mas que los mamiferos
a igualdad de masa. Un mamifero de 1kg tiene una vida media de unos 12
afios, mientras que un ave del mismo tamafio alcanza los 28 afios. Segun
esta expresion, un perro de 30 kg vivira, por término medio, 23 afios, y un
elefante, unos 65 afios. La vida media para una persona de 70 kg resultaria
ser menor de 30 afos, que es entre un medio y un tercio de su valor real,
por lo que los humanos son una excepcion a la regla, excepcién que quiza
esté relacionada con el gran tamafio de su cerebro.

Es dificil saber si la diferencia entre los exponentes de las ecuaciones
(7.11-12) y el exponente tipico de todos los tiempos fisioldgicos, 0,25, es
real o se debe a imprecisiones en la definicion y medida de la vida media.
Es muy probable que se deban Gnicamente a este Gltimo factor y se ajusten,
en realidad, al exponente universal 0,25.

Si ése fuera el caso, resultaria que el niumero de latidos del corazon o
de inhalaciones al respirar es una constante independiente de la masa
de los organismos. En efecto, el namero de latidos, por ejemplo, seré igual
al tiempo total de vida dividido por el tiempo que dura un latido:

_t

vida
latidos —
t

_ 12x365x24x3600x M *%°

N
0,27x M%7

~1,4x10°

latido

donde hemos expresado el tiempo de vida en segundos y hemos despreciado
el exponente residual de la masa. Asi, los corazones de un elefante y de un
raton de 20 gramos laten aproximadamente el mismo nimero de veces a lo
largo de sus vidas, pero a ritmos muy diferentes. Lo mismo ocurre con el
namero de inhalaciones:

_t

inhal —
t

_ 12x365x24x3600x M **°
1,1x M %%

vida

N

~3,4x10°

inhal
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Se ha discutido mucho acerca de la longevidad de la vida humana en
comparacion con la del resto de los mamiferos. Como esa excepcionalidad
coincide con una encefalizacion también excepcional en los humanos, ha
llegado a proponerse que la duracion promedio de la vida esta correlacionada
con el tamafio relativo del cerebro méas que con la masa corporal. Conclusion que
contradice lo que ocurre en las aves, con una vida media mas larga y cerebros
mas pequefios. La realidad es que no se sabe por qué los humanos se apartan
de la regla de forma tan notable y, si hay alguna relacion con el tamafio del
cerebro, cuales puedan ser los mecanismos causantes de la excepcionalidad.

7.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1 Los elefantes africano y asiatico son animales que se pueden
considerar isométricos. Los machos del elefante africano pueden llegar a
pesar 6 toneladas y tener una altura en cruz del orden de 3,5 metros, mientras
que los del elefante asiatico llegan hasta las 4 toneladas de peso y los 3
metros de altura en cruz. Asi, el factor de isometria en masas es del orden de
6/4 = 1,5, mientras que en dimensiones lineales sera:

|_ M 0,33
—2=| 2 =1,5% ~1,145

L M,

donde los subindices 1y 2 corresponden a la especie africana y a la asiatica,
respectivamente. Como puede verse, la relacion entre dimensiones lineales es

la que existe aproximadamente entre las alturas maximas de los dos tipos de
animales. Las tasas metabdlicas en reposo cumpliran la regla de Kleiber:

0,75
R _M, =1,5%"~1,355
Pl Ml ¢l ]

mientras que si fueran exactamente isométricos la relacion entre sus superfi-

cies corporales seria:
S M 0,67
(—Zj ~1,312

Z2
Sl 1

de forma que si el elefante asidtico tiene la superficie adecuada para
disipar el calor que genera su metabolismo, el elefante africano generaria
proporcionalmente mas calor que el que podria disipar a través de la
suya. Asi que seria logico que hubiera una cierta modificacion en la forma
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que aumentara la superficie corporal del africano respecto del asidtico.
Podemos estimar cual deberia ser esa superficie “suplementaria’:

S,=1,355xS, = (1,312+0,043)xS, =1,312xS, +0,043x S,

donde el primer sumando es la superficie del elefante asiatico ampliada
isométricamente hasta las dimensiones del africano, mientras que el segundo
término representa la superficie “suplementaria” para ser capaz de evacuar
el calor generado. Si la superficie de un elefante asidtico es de unos 30 m?, el
aumento del metabolismosegun larelacionalométricade Kleiberimplicaque la
superficie del elefante africano debe aumentar hasta los 1,355x 30 = 40,7 m?,
que se componen de 1,312x30=39,4 m?, correspondientes al aumento
de escala, mas 0,043x30=1,3 m* suplementarios. Ahora bien, ambas
variedades de elefantes son muy similares excepto en las orejas, mucho
mayores en la variedad africana, en una cantidad del orden de la necesaria
para proporcionarle esa superficie “suplementaria’.

Fig. 7.5. Elefante africano y asiatico. Notese la diferencia en la superficie de las orejas.

Ejercicio 7.2 Un elefante de 5 toneladas de masa come unos 250 kg
al dia de vegetales (aproximadamente un 5 por ciento de su propia masa).
Suponiendo que la tasa metabdlica de campo (promedio durante un dia) sea
un 50 por ciento superior a la tasa metabolica basal, estimar la capacidad
energética media del alimento ingerido.

Sol.: 25 kcal/100 gramos de alimento
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Ejercicio 7.3 Suponiendo que un conejo de 1 kg coma el mismo tipo de
alimento vegetal que el elefante del problema anterior, calcular cuénto debe
ingerir por dia para cubrir su tasa metabolica de campo. Hacer lo mismo
para una rata de 50 g.

Sol.: Conejo: 0,42 kg/dia (42 % de su masa);
Rata: 45 g/dia (90 % de su masa)

Ejercicio 7.4 Si una persona ingiere una media de 600 g de alimento al
dia y su tasa metabdlica de campo es también un 50 por ciento superior a
la tasa metabolica basal, calcular la capacidad energética media de dicho
alimento.

Sol.: 400 kcal/100 gramos de alimento

Ejercicio 7.5 Sea una persona de 70 kg de masa. Suponiendo que su tasa
metabolica de campo es un 50 por ciento superior a la tasa metabolica en
reposo, a) calcular la cantidad de oxigeno consumida por minuto para cubrir
sus necesidades energéticas; b) suponiendo que su frecuencia respiratoria
sea de 18 inhalaciones por minuto y que extrae oxigeno en cada una de
ellas en una cantidad que supone el 3 por ciento del aire inhalado, calcular
la cantidad de aire inhalado en cada inhalacion; c) si la persona vive 80
afos, calcular la cantidad total de aire inhalado a lo largo de su vida.

Sol.: @) 360 mlO,/min; b) 670 ml/inhal; c) 507.000 m®

Ejercicio 7.6 A partir de la presion media en la aorta de una persona de
70 kg, y del volumen de sangre impulsado en cada latido, calcular la potencia
consumida por el corazdn para generar el flujo sanguineo.

Sol. P=7,5W (~9%deP,)
Ejercicio 7.7 Hacer el mismo célculo para una rata de 100 g de peso.
Sol. P =0,045W (~7,5%de PF;)
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Apéndice C. Constantes

fundamentales

Magnitud Simbolo Valor Unidades
Velocidad de la luz en el vacio c 299792458 x10° ms™
Constante Newton Gravitacion G 6.67259 x 10 m’ kg s
Masa del electron m, 91093897 x 10~ kg
Masa del proton m 16726231x10° kg
Masa del neutrén m_ 16749286 %107 kg
Unidad de masa atémica 21 Kg

(1 b 1,66053873x10 Mev/e
luma.=| —|m(*C) 931,49
12
Cociente masas proton/electron m_/m 1836.153
Nutmero de Avogadro N, 6.0221367 x 102 mol™
Temperatura punto triple del T 273.16 K
agua ’
Constante de Boltzmann k, 1380658 x10% JK
ks 8,617385x10° VK

Constante de los gases R=N, k, 831451 J mol™ K™
Constante de Stefan-Boltzmann © 5 6704 %10~ Wm?K*
Carga elemental e 1.60217733x10°° C
Constante de Faraday F=eN C mol™
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Permeabilidad magnética del
vacio

Permitividad dieléctrica del
vacio

Constante de Coulomb

Constante de Planck

Magnetén de Bohr

Radio de Bohr
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Hy 47 x107
g,=1/(u,c’) 885418781710

Ke =1/(4ne,) 8,987552x10°

h 6,6260755x10%

h 41356692 x 107
h/2m 1,05457266 <10
Hy 9,2740154x107%
R

B 5,29177249x10™*
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Apéndice E. Vectores

6.1 Caracterizacion de un vector

6.1.1 Coordenadas cartesianas

La proyeccion del vector posicion sobre los ejes de coordenadas son sus
componentes cartesianas (cuando no se diga otra cosa, se entendera que las
componentes de un vector son las cartesianas), de forma que podemos repre-
sentarlo mediante el simbolo r, o bien mediante las componentes:

r=(xY,2)

Alo largo de todo el libro, se consideran Gnicamente magnitudes vectori-
ales que se derivan del vector posicion, como son la velocidad, la aceleracion,
el momento o el momento angular, entre otras, 0 vectores que caracterizan
fuerzas. Puede generalizarse, no obstante, el concepto de vector a un nimero
arbitrario de coordenadas, pero nosotros nos limitaremos a los de tres compo-
nentes. En general:

a=(a,a,a,) (E.1)

Z

X

Fig. E.1. Vector posicion y sus componentes respecto de un sistema de referencia. Las
coordenadas cartesianas del punto A son las tres componentes x, Y, z.
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6.1.2 Médulo

Denotaremos el médulo de un vector a mediante el mismo simbolo sin
flecha, en este caso a, 0 bien usando la notacion |<':1‘ . De la figura E.1 es inme-
diato comprobar, aplicando el teorema de Pitagoras, que el modulo de un
vector esta relacionado con sus componentes de la siguiente forma:

a’=a;+a;+a; (E.2)

Y para el caso del vector posicion:

r’=x’+y*+7° (E.3)

6.1.3 Coordenadas polares

Llamaremos angulo polar, 9, al que forma el vector posicion con el eje Z
y azimutal, ¢, al que forma la proyeccién de dicho vector sobre el plano XY
con el eje X, tal como puede verse en la figura E.2. Utilizando las magnitudes
trigonométricas (ver el Apéndice F), resulta:

X =T send cos¢ (E.4)
y =rsené seng (E.5)
z=rcos6 (E.6)

A los tres parametros, modulo, angulo polar y angulo azimutal (r, 6, ¢),
se les llama coordenadas polares y, en consecuencia, un vector puede
caracterizarse por sus componentes cartesianas o, de forma equivalente, por
sus componentes polares. Nétese que, a partir de las ecuaciones (E.4-6), se
recupera la relacion (E.3) entre el médulo y las componentes cartesianas.
La caracterizacion de un vector por sus coordenadas polares es util cuando
se tratan problemas con simetria esférica, es decir, problemas en los que las
magnitudes fundamentales s6lo dependen de la distancia a un cierto punto,
que se toma como origen de coordenadas. En ese caso, la coordenada rele-
vante es el médulo r del vector posicion y no sus componentes cartesianas.
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Fig. E.2. Coordenadas polares del punto A: r, 6, ¢.

A partir de las ecuaciones de transformacion (E.4-6), es inmediato encon-
trar las transformaciones inversas:

r={x’+y*+17° (E.7)

tge = (E.8)

< |<

cosf = (E.9)

z
X +yi+7°

Ejemplo. Sea el vector posicion r = (\/5 ~2, 2) . Las coordenadas polares de
ese punto seran:

tngﬁ:l; @ =45°
2
cosezi:i; 0 = 45°
22 2

6.1.4 Coordenadas cilindricas

Un problema tiene simetria cilindrica o, equivalentemente, axial cuando
la coordenada relevante es la distancia a un eje. En ese caso, es conveniente
escoger el sistema de referencia de forma que el eje Z coincida con el eje de
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simetria, siendo el origen, en consecuencia, un punto perteneciente a dicho
eje. La caracterizacion méas adecuada del vector posicion para este tipo de
problemas es mediante la distancia p al eje de simetria, la coordenada vy el
angulo azimutal entre la proyeccién del vector posicidn sobre el plano per-
pendicular al eje Z y un eje fijo, contenido en dicho plano, que podemos
escoger como eje X.

X
Fig. E.3. Coordenadas cilindricas del punto A: p, ¢, z.

La relacion entre coordenadas cartesianas y cilindricas es evidente en la
figura E.3:

X = pCOSQ (E.10)
y = p seng (E.11)
z2=12 (E.12)

La relacion entre el mddulo del vector y las componentes cilindricas puede
deducirse inmediatamente de las ecuaciones (E.10-12):

rP=p’+2=x"+y*+7°
La transformacion inversa sera:
p =X +y° (E.13)

tgp=2 (E.14)
X
Ejemplo. Sea el vector posicion r= (1,\/5,2). Sus coordenadas cilin-

dricas seran:
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p=113=2
tgp =~/3; @ =60
z2=2

6.2 Operaciones con vectores

6.2.1 Igualdad de vectores

Dos vectores, a y b son iguales si lo son en modulo, direccion y
sentido:

— —

a=b
0, de forma equivalente, si tienen iguales sus tres componentes:
a, =b,
ay = by
a, =b,

en cualquier sistema de coordenadas. Es obvio que si las componentes
cartesianas de dos vectores son iguales también lo son las componentes
polares y cilindricas.

6.2.2 Multiplicacion por un niimero

_Si 2 es un namero cualquiera, el producto de ese nimero por un vector
a es otro vector b:

b=21a

tal que sus tres componentes cartesianas cumplen las siguientes relaciones:
b, = Aa,

b, = 2a,
b, = 1a,

de donde se sigue que el médulo de b es también igual al médulo de a mul-
tiplicado por A:

b:\/bf+by2+bf :\//lzaf+iza§+/12af = Aa; +a;+a’ = a
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De la definicion de multiplicacion de un vector a por un nimero A se sigue
que el resultado es otro vector en la misma direccion que a pero con un
modulo que es igual al de éste multiplicado por A. Dos vectores proporcio-
nales (tales que uno es igual al otro multiplicado por un nimero) son, por lo
tanto, paralelos y viceversa, dos vectores paralelos son siempre proporcio-
nales. Cuando la constante de proporcionalidad A es negativa, los vectores
tienen sentido contrario, mientras que tienen el mismo sentido si es positiva.

Z

Azl

X

Fig. E.4. Multiplicacion de un vector @ por un niimero A.

A partir de las expresiones que dan la transformacion entre coordenadas
polares y cilindricas en funcion de las cartesianas, (E.7-9), (E.13-14), se
deduce que los parametros r, p y z resultan multiplicados por el nimero 4,
mientras que los angulos 8y ¢ permanecen constantes.

6.2.3 Suma de vectores
Se dice que un vector ¢ es igual a la suma de dos vectores a y b
c=a+b
si cada una de sus componentes es igual a la suma de las componentes de los

vectores sumandos:
c, =a,+b, (E.15)

c,=a,+b (E.16)

y

c,=a,+bh, (E.17)
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Fig. E.5 Suma de vectores, C = a + b.

La interpretacion geométrica de la suma de vectores es sencilla. En efecto,
puesto que la igualdad entre vectores equivale a la igualdad entre sus com-
ponentes en cualquier sistema de referencia, tomemos un sistema en el que
uno de los ejes, por ejemplo el Y, coincida con la direccion del vector a y en
el que el vector b esté contenido en el plano YZ, tal y como se muestra en la
figura E.5. Es inmediato darse cuenta de que el vector suma es la diagonal del
paralelogramo formado a partir de los dos vectores sumando. Por eso a esta
regla se la conoce como regla del paralelogramo y para cualquier sistema de
referencia, la suma de dos vectores puede obtenerse siempre graficamente
a partir de esta regla. Para hacer todavia mas sencilla su aplicacion, suele
ser conveniente trasladar paralelamente uno de los vectores de forma que
su origen coincida con el extremo del otro. La suma es el vector que va del
origen del primero al extremo del segundo, como puede comprobarse en la
figura E.5.

La suma de un numero cualquiera de vectores se generaliza trivialmente a
partir de las expresiones (E.15-17), afiadiendo en los segundos miembros las
componentes de todos los vectores sumando. Graficamente, es conveniente
sumar primero dos vectores con ayuda de la regla del paralelogramo, luego
sumar el resultado obtenido a un tercer vector y asi sucesivamente.

La combinacion de la multiplicacion de un nimero por un vector y la
suma de vectores permite definir una operacion llamada combinacion lineal
de vectores:

c=Aa+ub

que equivale, en componentes, a:
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c, = Aa, +ub,
c, =Aa, +ub,
c, = Aa, + ub,

_ Graficamente, debemos primero dibujar los vectores la y ,uB a partir de
a y b, simplemente multiplicando los médulos y dejando invariable la direc-
cion en cada uno de ellos, y luego sumarlos con ayuda de la regla del paralelo-
gramo. De esta regla se sigue inmediatamente que cualquier combinacion
lineal de dos vectores es un vector que se encuentra en el plano definido por
ambos (ver la figura E.6).

Fig. E.6. Combinacion lineal de vectores, C = Ad + MB.

6.2.4 Vectores unitarios

Llamamos vector unitario a cualquier vector cuyo modulo sea igual a la
unidad. Puede obtenerse el vector unitario en la direccion de un vector cual-
quiera a simplemente multiplicandolo por el inverso de su modulo:

Ua =—a (E18)
a
que equivale, en componentes, a:

u,, = i

ax z

— ay

ua,y = z

a

ua,z - ;Z

2
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Ejemplo. Sea el vector:

a=(1,3,2)
El vector unitario en la direccion de a sera:
1o (1 V31
a2 V222 V2

Hay tres vectores de especial importancia, conocidos como i, i, k, que son
unitarios y tienen direcciones a lo largo de los tres ejes coordenados X, Y, Z.
Sus componentes son, por definicion:

i=(1,0,0)
1=(0,1,0)
k=(0,0,1)

y de la definicién de combinacion lineal de varios vectores es obvio que todo
vector a se puede expresar de la siguiente forma:

a=ai+a, j+ak (E.19)

siendo a,, a,, a, sus componentes cartesianas. Un conjunto de tres vectores,
tales que cualquier vector puede escribirse como una combinacion lineal de
los tres, forma lo que se llama una base del espacio vectorial. Por lo tanto, el

—- = —

conjunto {i, I, k} es una base.

=¥

¥

Fig. E.7. Vectores unitarios, T,T,lz.
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Los vectores unitarios se representaran, en general, mediante la letra u.
Por ejemplo, los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados pueden
simbolizarse como u , u, u, aunque, por razones historicas, en este caso par-
ticular ya hemos visto que se suelen representar como i, j, k.

6.2.5 Producto escalar

Llamamos producto escalar de dos vectores a y b a la cantidad que
resulta de multiplicar los mdédulos de ambos vectores entre si y por el coseno
del &ngulo que forman:

a-b=abcoso (E.20)

donde a y b son los médulos de ambos vectores y 6 es el angulo que forman
entre ellos (comprendido entre 0° y 180°). De la definicion se sigue que:

a-b=Db-a

0 = 60° >
a

1
x 0 1 2 Y

Fig. E.8. Los vectores @ = (0,2,0) y b= 071, \/§) .

Notese que los dos factores de esta operacion son vectores, mientras que
el resultado es un escalar, es decir, una cantidad que se expresa con un solo
namero.

Ejemplo 4. Sean los vectores a = (0,2,0) y b = (0,1,~/3) . Ambos estan en
el plano YZ, y en la figura E.8 puede verse facilmente que si 6 es el angulo

1 .
que forman, entonces cos 0 = =, es decir, 0 = 60°. Por lo tanto, su producto
escalar sera: 2

a-b=2x2xcos60° =g=

Para el caso de vectores paralelos, & = 0, lo que implicaque cos =1,y el
producto escalar es simplemente el producto de los modulos. En particular,
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un vector es siempre paralelo a si mismo, por lo que el producto escalar de un
vector por si mismo es igual a su médulo al cuadrado:

-2 - - 2
a —a-a-a
Por el contrario, el producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero
. T T . T
debido a que 6 =— y cos — = 0. Para angulos menores que — el producto
escalar es una cantidad positiva, mientras que para angulos comprendidos
entre — y x el producto escalar es una cantidad negativa. En particular, si
son paralelos pero tienen sentidos opuestos, el angulo que forman serd 0 = «
y en ese caso, a-b =—ab. Los productos escalares entre los vectores unitarios
{T, i, E} son:
k=

=~

(E.21)

[e—

ii=7

|

=~

1
=0 (E.22)

=~
I
—

7.j=1

por lo que se dice que dicha base es ortonormalizada: los vectores son ortogo-
nales dos a dos y cada uno de ellos estd normalizado, es decir, es unitario.
Ahora, utilizando las ecuaciones (E.21-22) se puede expresar el producto
escalar de dos vectores en funcion de las componentes:

a-b=(ai+a j+ak)(bi+b j+bk)=ab +ab +ab  (E23)

De la expresion anterior se sigue que una forma de encontrar el angulo
que forman es calculando su producto escalar en funcion de las componentes
y dividiendo el resultado por el producto de los dos médulos:

cosO =135 (E.24)

Ejemplo. Retomando el ejemplo anterior, sin necesidad de ninguna repre-
sentacion grafica podriamos encontrar el angulo entre los dos vectores a y b:

0x0+2x1+0x+/3 _

cos O = 1
2x2 2

0 = arc cos % =60°
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T

btld= bcos@

Fig. E.9. Producto escalar de dos vectores y proyeccion b, del vector b sobre la direccion
del vector &.

sobre el a es:

La proyeccion b, del vector b
b, =bcos6

por lo que puede considerarse el producto escalar como el resultado de mul-
tiplicar el modulo de un vector por la proyeccién del otro sobre el primero.

Esta propiedad nos permite calcular la componente b, de un vector b sobre
la direccion definida por otro vector, a. En efecto:
a,b, +ab +ab

772

2 2 2
Ja, +a; +a;

a-b=

Q[

b, =bcosd = ua-b

6.2.6 Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores V =axb es otro vector con las
siguientes propiedades:

Su direccion es la normal al plano que contiene a los dos vectores que se
multiplican.

Su sentido es el que marca la regla del sacacorchos al mover el primer factor
hacia el segundo a lo largo del camino mas corto. Por lo tanto, el producto
vectorial no es conmutativo, cambiando de signo su resultado si cambia el
orden de los factores.
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> > >
v=axbh

- -
-
-

S=absenf ‘;:"

Fig. E.10. Producto vectorial de dos vectores, V = & x b.

Su modulo es igual al producto de los modulos de los dos factores
multiplicado por el seno del angulo que forman (siempre comprendido entre
0°y 180°): -
|a><b‘ = abxsend (E.25)

De aqui se deduce que el médulo del producto vectorial es maximo para

vectores perpendiculares (6 = %), mientras que es cero para vectores paralelos

o antiparalelos (6 =0, 7). En la figura E.10 puede verse que el modulo del
producto vectorial de dos vectores es igual al area del paralelogramo que se
puede formar con ambos vectores como lados.

Ejemplo 6. Para los dos vectores del ejemplo anterior, puesto que ambos
estan contenidos en el plano YZ, su producto vectorial sera un vector a lo
largo del eje X. Al llevar el vector a sobre el b a lo largo del camino mas
corto, realizamos una rotacion en el sentido contrario a las agujas del reloj,
por lo que, segun la regla del sacacorchos, el sentido del producto vectorial
sera el del semieje X positivo. Sumodulo sera:

J3

’axB‘ = 2x 2% 5en60° :47: 23

De acuerdo con la definicion de producto vectorial, los productos vectori-
ales entre los elementos de la base son:
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En coordenadas, tendremos:

V= axh= (aXT+ay]+aZR)x(bXT+by]+bZE)

V =(ab,-ab, )k+(ab,-ab,)j+(ab,—ab,)i

es decir:
V,=ab,—ab, (E.26)
V,=rab —ahb, (E.27)
V,=ab,—ab, (E.28)

Existe una forma compacta de recordar las expresiones (E.26-28) utili-
zando la nocion de determinante de una matriz cuadrada 3 x 3. En efecto,
puede escribirse el producto vectorial de dos vectores en la forma:

ij ok
axb= , a

z
YbZ

T QD .

a'X
bX

Ejemplo. E| producto vectorial V =axb de los dos mismos vectores del
ejemplo anterior es:

V, =2x+/3-0x1=23 (E.29)
Vy:OxO—Ox\/§:O (E.30)
V, =0x1-2x0=0 (E.31)

es decir, V = 24/3i

6.3 Operadores diferenciales sobre vectores

Existen magnitudes escalares, como la densidad, la masa o la energia, y
otras vectoriales, como las fuerzas o los campos eléctricos o gravitatorios,
que pueden depender de la posicion y del tiempo. Para cada punto del espacio
e instante de tiempo toman un valor. En este apartado consideraremos Unica-
mente la dependencia espacial, suponiendo que no hay dependencia explicita
del tiempo o que los calculos se hacen a tiempo fijo. La dependencia espa-
cial de una magnitud escalar A o una vectorial @ se expresa de la siguiente
forma:
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A=F(r)=F(xy,z) (E.32)
a=f(r)="f(xy2) (E-33)
siendo la ecuacion vectorial (E.33) equivalente a tres ecuaciones:
a, = f,(xy.2)
a, =f,(xy,2)
a, = f,(x,y,2)

_Las funciones F, f,, f , f, contienen la dependencia de las magnitudes A
y a con la posicion. En lo sucesivo, para no introducir demasiados términos
distintos, utilizaremos lamisma letra para designar lamagnitudy la funcion que

da su dependencia en funcién de r. Es decir:
A=A(x,Y,2)

a=a(xy,z2)

6.3.1 Gradiente

Consideremos una cantidad escalar A = A(x, y. z). Llamamos gradiente de
esa cantidad a un vector V. = gradA, cuyas componentes son:
0A

V. =(gradA) =— E.34
= (gradA), == (E.34)
Vv, = (gradA)y _ A (E.35)
V, =(gradA), = oA (E.36)
ooz
donde el simbolo ai es la derivada parcial respecto a x.
X

En una dimension, el gradiente es simplemente la derivada de la funcion:
gradA = A
dx

por lo que coincide con la pendiente de la curva que representa la funcion A
en funcion de x.
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A veces, se caracteriza el operador gradiente mediante el simbolo V
(nabla), de forma que:

v=i2,.j9 k2 (E37)
ox “oy oz
es decir:
gradA = va= A7, OR5 A}
ox oy 0z

que coincide con la definicion de operador gradiente. Notese que el operador
grad se aplica a un escalar y el resultado de la aplicacion es un vector.

Ejemplo. Sea la funcion escalar:

A:E: 1

royx’+y’+z°
La componente x del gradiente sera:

oA 0 L 1 2
(gradA)ngza(xhyZHZ) 2=_Z X 3 =_r_x3
(x*+y?+2°)

N

y o mismo para las otras dos componentes. Agrupandolas todas, tendremos:
= X= = z-_ 1-

Ejemplo. Sea la funcion escalar:

A:&: XyZ

r Jxx+y’+z°

Procediendo ahora de la misma forma, calculamos la componente x del
gradiente:

OA 0 = yz XZyZ
dA) =—=— 2 2 2y 2 | =222 _ 2 )%
(gra )x ” X|:XyZ(X +y +zZ ) j| . r3

y procediendo analogamente con las otras dos componentes, y agrupando,
queda:
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gradA= VA= 1(yu + XZJ + xyk Xyz LZ]
r
donde se ha tenido en cuenta que r = xi+ Y j + zk.

6.3.2 Divergencia
El operador divergencia se aplica a un vector y el resultado de su aplicacion
es un escalar. La definicion de divergencia de un vector V es la siguiente:
_— oV, oV -
diw -2 X+ y+6VZ =V-V (E.38)
oXx oy oz
es decir, podemos calcular la divergencia de un vector calculando formalmente
el producto escalar del operador Vv por el vector en cuestion.

Ejemplo. Sea el vector \/ = x?j+ xy j + ye 2k . Su divergencia sera

diw = 2x+ x+0 = 3x

Cuando el vector del que queremos calcular la divergencia es el gradiente
de una cierta cantidad escalar A, la divergencia resulta ser:
68A 68A 0 OA _ aA 6A o°A (E.39)

div(gradA) = ——
(gradA) = X OX ayay T aw oy? P

y en términos del operador V :

diW =V.V =V.VA=V A (E.40)

—2 . .
donde al operador vV se le llama laplaciano y se suele caracterizar con el
simbolo A (delta mayuscula):

2 2 2
Vi=a=l 0 O (E.41)
ox~ oy° oz
Ejemplo. Consideremos la cantidad escalar:
1 1

A== -
roJyx®+y*+z°

cuyo gradiente calculamos anteriormente:
X= Yy z

gradA = VA__FI_Fj_rS

k
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Calculemos ahora la derivada respecto de x de la primera componente
de este vector:

Of x\_oA_ 1 ( 3)2x_ 1 3
ox\ r*) ox? ri 2)r° r*or

y procediendo analogamente con las otras dos componentes, resulta que la
divergencia del gradiente de A sera:
2 2 2 2
div(gradA)=aa= > 43X Y FZ o 3 o
r r r r

6.3.3 Rotacional

El rotacional es un operador que se aplica a un vector y el resultado de la
aplicacion es otro vector. En términos del operador V, se define asi:

. ov, )~ = [0V -
rotV =vxV = N, _ Yy i+(6vx—avzjj+ Ny Ny k (E.42)
oy oz 0z  OX ox oy

Ejemplo. Sea el vector V = (x*+y* +2°)i+zk. Su rotacional sera:

rotV = 0xi+2zj-2yk =2zj—2yk

Cuando el vector VV es el gradiente de una cierta magnitud escalar A, el
rotacional resulta ser cero. En efecto:

rot(gradA) = §x(§A) = (%ﬁ) A=0

dado que el producto vectorial de un vector por si mismo es siempre igual a cero.
Puede verificarse directamente, a partir de la expresion de las componentes de
un gradiente, que el rotacional de un gradiente es siempre cero.

Ejemplo. Consideremos la funcion escalar:

A:E: !

roJyx®+y*+z°

cuyo gradiente encontramos anteriormente. Calculemos la componente x del
rotacional del gradiente de A:

o z\) 0 y)\_3zy 3yz
rot(gradA - -—|-— - |=F——-—=
[ (g )]x ay( r3) 82( r3j 5 5
y lo mismo ocurre con las otras dos componentes.



Apéndice F. Algunas formulas
matematicas utiles

7.1 Trigonometria

7.1.1 Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas se definen en un triangulo rectangulo, como
el de la figura F.1.

Fig. F.1. Las funciones trigonométricas se definen en un tridngulo rectangulo como el de la
figura, en el que la relacion de los lados con el angulo es: a: cateto opuesto al angulo .
b: cateto contiguo al angulo 0. c: hipotenusa.

Seno

_ Ccatetoopuesto
hipotenusa

end

a (F1)
c
Coseno

_ catetocontiguo _ b

0s0=———=— (F.2)
hipotenusa c

369
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Tangente
g0 = catetoopu_esto _a_ senf (F3)
catetocontiguo b cosé
Secante
sec 0 :E:L (|:.4)
b cos
Cosecante
cosec O = C- 1 (F.5)
a senb
Cotangente
cotQ:E:i:w (F6)
a tgo send

Funciones trigonométricas de angulos sencillos
a) Triangulo rectangulo de catetos iguales

Dado que a y B sonigualesy que o+ f3 +% =7, implica que

azﬁzgmﬁ)

Fig. F.2. a) Triangulo rectangulo de catetos iguales. b) Triangulo equilatero.
Segun el teorema de Pitagoras,

c?=a’+a’=2a’ = c=av?2
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portanto:
senZ=d21 V2 40 (F7)
4 ¢ 2 2
cosfzﬂzizﬁzo,m? (F8)
4 ¢ J2 2
gl=2=1 (F9)
4 a

b) Triangulo equildtero
Dado que la suma de los tres angulos es igual a = y que los tres son

iguales, cada uno de ellos vale 5(600). En el vértice B el angulo se divide

en dos iguales, que valen, por tanto, %(300) cada uno de ellos. Aplicando el

teorema de Pitagoras al triangulo BCD, se obtiene que:

2 2
h:\/a2 a _ 3i:a\/§

2\ 4 2
Por tanto:
sen = = sen60° = cos - = cos 30° = h_ ﬁ (F.10)
6 a 2
sen = sen30° = cos - = cos 60° = arz_1 (F.11)
3 a 2
i sen—
g2 = tg60° = —3 =/3 (F12)
3 n
cos
sen” L NG
6 _ 2 3
tg% = 1g30° = —2 =2 = 5 (F13)
cos” V3
6 2
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Funciones trigonométricas en una circunferencia de radio unidad

Fig. F.3. Funciones trigonométricas en una circunferencia de radio unidad.

En la figura F.3 vemos que la hipotenusa ¢ del tridngulo OAB, recto en A,
es igual al radio, igual a la unidad.

Por tanto, el seno de a es igual al segmento a y el coseno es igual al
segmento b. La tangente de « es igual a la longitud a dividida por la longitud
b, que es igual al segmento d dividido por el segmento OC, de longitud unidad
y, por tanto, igual al segmento d. Esta Gltima propiedad se deduce del hecho
de que el triangulo OCD es recto en C. Por tanto:

sena = a
cosa =b
tga =d

Angulo negativo, complementario y suplementario

Aplicando lo anterior a los angulos de la figura F.4.a, se obtiene:

2T TN
f b gt
! |25
o |
- J
M 4 e mplemeiris e

Fig. F.4. Esquemas para la obtencion de las funciones trigonométricas de angulos relacionados.
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sen(—a) = —sena (F14)
cos(—a) =cosa (F15)
tg(—a) = —tgo (F.16)

Dos angulos se denominan complementarios si su suma es igual a
7/2(90°)

Se deduce de la construccion de la figura F4.b que se verifican las
relaciones:

sen(%—a) = Ccosa (F.17)
T

cos(E—a) =sena (F18)
T

tg (E —a) =cota (F.19)

Dos angulos se denominan suplementarios si su suma es igual a 7(180°).
De la figura F4.c:

sen(r —a) =sena (F.20)
cos(r —a) = —cosa (F22)
tga = —tga (F22)

7.1.2 Formulas trigonométricas

Del teorema de Pitagoras, aplicado al tridngulo rectangulo de la figura
F.1:

c’=a’+b’ (F.23)
Dividiendo por c?, resulta:
2 2 2
i—2+2—2=% - sen’O+cos’0=1  (F.24)

Funciones trigonométricas de la suma algebraica de angulos
Puede demostrarse que para cualquier pareja de angulos a y S,
sen(a + B) =sena cos § +cosa senp (F.25)

cos (o = B) = cos a cos B Fsena senp (F.26)
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tga £tggp
tg(atp)=——""—— F.27
g (atp) ITtgo tg B (F.27)
Cuando o = 3 se sigue que:
sen2o = 2sena Cosa (F.28)
COS 2 @ = COS* a — Sen? o = 1 — 2sen? a = 2¢0s? o -1 (F.29)
tg2a = 29 (F.30)
1-t9°a
Suma algebraica de funciones trigonométricas
Asimismo para cualquier pareja de angulos a y S,
sen o =sen B =2sen %(aiﬂ) cosE(o@ﬁ)} (F.31)
1 i 1
COS a +C0s 3 =2 cos E(OHB) cos[z(a—ﬂ)} (F.32)
1 ] 1
COS o —Cos B =2sen E(oc+[3) sen E(ﬂ—oz) (F.33)
sen (o £
tga+tg B = sen(a£f) (F.34)
cos a cos 8

Ley de los senos y de los cosenos

La ley de los senos indica que se cumplen las siguientes relaciones entre
los angulos y los lados de un tridangulo, como el de la figura F.5:

sena _ senf _ seny (F.35)

a b c

Fig. F.5. La ley de los senos y los cosenos puede aplicarse a cualquier triangulo.
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Ley de los cosenos
c®=a’+b’—2abcosy (F.36)

Ambas leyes se cumplen en cualquier triangulo.

7.2 Areas y volamenes

7.2.1 Areas de figuras planas
Paralelogramo de base b y altura h:

S¥ (paralelogramo) = bh

a a

b b a

a) b) c)
Fig. F.6. a) Paralelogramo. b) Rectangulo. ¢) Cuadrado.

Casos particulares: El rectangulo de lados a y b es un paralelogramo
en el que, si tomamos como base el lado b, la altura es igual al lado a. Por lo
tanto:

S¥ (rectangulo) = ab

El cuadrado es un caso particular de rectangulo con los cuatro lados
iguales. Si la longitud de uno de éstos es a, entonces:

AN

S¥ (cuadrado) = a?
Tridngulo de base by altura h:

s (triangulo) = %bh

A

a) b)
Fig. F.7. a) Triangulo. b) Triangulo equilatero.
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Casos particulares: para un triangulo equiléatero de lado b, el area es:

Ne

S¥ (equilatero) = sz

Trapecio de lados paralelos ay b, y altura h:

SY(trapecio) = a%b h

Fig. F.8. Trapecio.

Elipse de semieje mayor a y semieje menor b:
S(elipse) = rab

RN
SN/

a) b)
Fig. F.9. a) Elipse. Los puntos F, y F, son los focos. b) Circulo.

Caso particular: el circulo es una elipse que tiene los dos semigjes iguales, b = a:

S (circulo) = 7a®

7.2.2 Superficies y voliimenes de cuerpos tridimensionales

Paralelepipedo cuya base es un rectangulo de lados a 'y b, siendo dos de las
cuatro caras laterales rectangulos de lados a y ¢ los otros dos, paralelogramos
de base b y altura h:

S (paralelepipedo) = 2(ab+ac+bh)
V (paralelepipedo) = abh
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b)

Fig. F.10. (a) Paralelepipedo inclinado. (b) Paralelepipedo recto.

Caso particular: un paralelepipedo recto es tal que la altura h es igual al
lado c, por lo que:

S (paralelepipedo) = 2(ab+ac+hc)
V (paralelepipedo recto) = abc

Un cubo es un paralelepipedo recto tal que los tres lados son iguales. Si la
longitud de unos de ellos es a:

S(cubo) = 6a*
V (cubo) = a*

Cilindro cuya base es un circulo de radio R y cuya altura es h:
S(cilindro) = 2zRh
V (cilindro) = zR’h

Esfera de radio R:
S(esfera) = 4nR?

V (esfera) = g nR?

Cono cuya base es un circulo de radio R y cuya altura es h:

Sitera (CONO) = TRVR? +h?
S, (CON0) = 7R?* + 7RVR? + 1’

V (cono) = %nth
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AN

a) b) c)
Fig. F.11. (a) Cilindro. (b) Esfera. (c) Cono.

7.3 Ecuaciones de curvas planas
7.3.1 Recta
La ecuacion de una recta en el plano XY es:

y:mX+y0
Y
~m __y=mx+y
WY/ v
Yiiox H
0 r 4 X

Fig. F.12. Ecuacion de la recta.

El parametro m es la pendiente de la recta, j_y =m, mientras que y, es la

X
ordenada en el origen. Si lo que se sabe es que la recta pasa por los puntos

(X%, Y1) Yy (X5, Y,), la ecuacion de la curva se puede escribir en funcion de las
coordenadas de estos puntos:

y= Y2_Y1X+XZY1_X1y2
X, =% X, =X

7.3.2 Pardbola

Una parabola se puede escribir, en general, de la siguiente forma:
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y=ax’ +bx+c

Fig. F.13. Pardbolas. a) y =x> + 4x + 6, b) y =—x2 + 8x — 12, ¢) y = 0,2%%.

Si el coeficiente a es positivo, Y tiende a +o0 cuando x tiende a +oo
y, por lo tanto, los “cuernos” de la parabola estan dirigidos hacia arriba, lo

2

que corresponde a que la derivada segunda sea siempre positiva, 3 2’ =2a,es
X

decir, que la pendiente en cada punto aumente cuando aumenta x. Si, por el

contrario, a es negativo, entonces los “cuernos” estan dirigidos hacia abajo

y la derivada segunda es siempre negativa. La posicion del maximo (o el

minimo) de la parabola estara en un punto x,, tal que:

(ﬂj =2ax, +b=0 = xM=—£
dx _— 2a

b2
= X=X =C——
Yu = Y(X=Xy) i

Si el maximo (0 el minimo) coincide con el origen de coordenadas,

entonces X,, =Y = 0, lo que implica b = ¢ =0, y la ecuacion de la parabola
queda reducida a:

y =ax’
Los puntos en los que la parabola corta al eje x corresponden a los puntos
en los que y =0y, por lo tanto, deben satisfacer la ecuacion:

ax’ +bx+c=0

cuyas dos soluciones son las llamadas raices del polinomio de segundo orden

que caracteriza a la parabola:
_ —b++/b*—4ac
2a

X
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Si el radicando b® —4ac > 0, hay dos soluciones reales y la parabola corta
en dos puntos al eje X. Si es negativo, entonces no hay soluciones reales y la
parabola no corta al eje X en ningun punto. Si es cero, entonces la pardbola
es tangente al eje X en un punto.

7.3.3 Elipse

Una elipse de semiejes a 'y b referida a un sistema de referencia cuyo origen
coincide con el centro de la elipse tiene como ecuacion:

Xyt

Zpr L (F.37)
Puede verse en la ecuacion (F.37) que, en efecto, cuando x=0, y=2b y

cuando y =0, x =+a. A partir de esa expresion es posible despejar y:

2
y = b, /1—%

Notese que cuando a = b, obtenemos la ecuacion de una circunferencia
de radio a. Existen dos puntos singulares sobre la linea del semieje mayor
Ilamados focos. Consideraremos el caso en que el semieje a es superior al
semieje b, tal como se muestra en la figura F.9.a, de forma que los focos se
encuentran sobre el eje X. Su posicion es la siguiente:

X, =+ya’ —b?

y tienen la propiedad de que la suma de la distancias entre cualquier punto de
la curva y los dos focos es una constante, igual a 2a. De nuevo, para el caso
de la circunferencia, a =b, los focos coinciden con el centro y la distancia

. . 2a .
entre cualquier punto de la curvay el centro es igual a — = a, el radio de la
circunferencia. 2

7.4 Exponenciales y logaritmos

7.4.1 La funcion exponencial
La exponencial se define de la siguiente forma
f(x)=¢"

siendo e un numero trascendente (con infinitas cifras decimales no
recurrentes):
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e=2,71828...

La funcion exponencial tiene la propiedad de que su derivada es igual al
valor de la funcion en cualquier punto:

=X
Fig. F.14. Funcion exponencial: y = €3 =100

La funcion exponencial crece con x mas rapidamente que cualquier
potencia de X, es decir:

X

N
lim— =

x— X

para cualquier valor de n. El producto de exponenciales cumple la ecuacion:
e'e’ =’

Si A es un nimero, entonces la funcion e* es tal que su derivada en cada
punto es igual a la propia funciéon multiplicada por A:

M = e
dx

y, por lo tanto, cualquier funcién que varie de forma proporcional al valor de
la propia funcion, como ocurre en el caso de las desintegraciones nucleares
(ver el capitulo 23), es una exponencial. Del hecho de que e ~10°** se sigue

que:

eX ~ 100,4343X
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Otras expresiones de interés son:
e2,303X - 10)(

e0,693lx - 2x

@ 08%31X — o-x (ljx
2

ex = 21,443)(

7.4.2 Ellogaritmo neperiano

La funcion inversa de la exponencial es el Ilamado logaritmo natural o
neperiano:

=y < x=Iny (F.38)

de donde se sigue que:
In(e*) = x

A—
=
-
e

Fig. F.15. Funcidn logaritmo: y = In x = 2,303 log x

El logaritmo neperiano s6lo estd definido para valores positivos del
argumento (* =y es una cantidad siempre positiva). Algunas de sus propiedades
son:

In(xy) =Inx+Iny

In(ﬁjzlnx—lny
y

Inx* =alnx
Ine=1
In1=0
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In2=0,69314...
In10 = 2,30258...

lim(Inx) = -0
x—0

lim(In x) = +o0

X—>0

7.4.3 Ellogaritmo decimal

Pueden definirse el logaritmo decimal de forma anéloga al neperiano,
mediante la expresion:

10°=y < x=logy

La relacion entre ambos logaritmos es sencilla:
Iny =In10* = xIn10 ~ 2,303x x = 2,303log y

y, por lo tanto, el logaritmo neperiano de una cantidad es siempre igual a
2,303... multiplicado por el logaritmo decimal de esa misma cantidad y las
propiedades de ambos son analogas:

log(xy) = log x + log y
X

log (—J =logx—logy
y

log x* = alog x
loge =0,43429...
log x >~ 0,4341In x

logl=0
log2=0,30103...
logl0=1
log x >~ 0,4343In x

|in3(log X) = —o0
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lim (log x) = +o0

X—0

7.5 Sucesiones

7.5.1 Sucesion aritmética

Llamamos sucesion aritmeética a una serie de nUmeros a,,a,, 8,,..., a,,...,
tal que cada uno de ellos es igual al anterior mas una cantidad constante que
Ilamamaos razon, r:

a,=a,,+r=a, ,+2r=---=a,+nr

La suma de los N + 1 primeros términos de la sucesion tiene la siguiente
forma:

N
Zaﬂ :%(N +1) = a'O(N +l)+wr
n=0

Ejemplo. Los numeros naturales (més el cero), 0, 1, 2, 3,.., forman una
sucesion aritmética de razon r = 1. El primer término sera a, = 0y el término n
seraa = n. Lasuma de los 100 primeros nimeros naturales, por ejemplo, sera:

lZO():n _100x101

n=0

=5.050 (F.39)

Los nimeros pares forman otra sucesion aritmética de razon 2 en la que el
primer valor es a, = 0y el término general es a = 2n. La suma de los M + 1
primeros numeros pares (que son 0, 2, 4,..., 2 M) es:

Sa =W2=M(M _1)

Si consideramos ahora M = 50, el dltimo ndmero de la serie seré el 100 y su
suma sera:

50
3 (@n) = 50;‘512 = 51x50 = 2.550
n=0

Por su parte, los nimeros impares forman también una sucesion geométrica
de razon 2. Si tomamos como primer valor a, = 1, el término general sera
a =1+ 2n. Si queremos sumar todos los impares hasta el 99 incluido, debemos
tomar M = 49y su suma sera:



Apéndice F. Algunas férmulas matematicas ttiles 385

49x50, _ 5 500

49
D (2n+1) =1x50+
n=0

Notese que la suma de los numeros pares, desde el 0 hasta el 100, més la
de los nimeros impares, desde el 1 hasta el 99, da la suma total (F.39) de los
100 primeros numeros naturales.

7.5.2 Sucesion geométrica

Llamamos sucesion geométricaa unaserie de niUmeros a,,a,, 8,,..., a,, ...,
tal que cada uno de ellos es igual al anterior multiplicado por una cantidad
constante que Illamamos razon, r:

— — 2 —_ n
a, =a ,xr=a ,xr’=-.=axr

Asi, cuando se habla de que una magnitud crece en progresion geométrica
se quiere decir que, en cada intervalo constante de tiempo, se multiplica por
una cantidad fija que es la razon r. La sumade los N primeros términos de la
sucesion tiene la siguiente forma:

N _ayxr—a, __ r""-1

il r-1 ° r-1

Cuando N tiende a infinito, la serie diverge y la suma se hace infinita para

el caso de que r >1, mientras que converge cuando r <1. En este ultimo

caso, r"™ — 0, con lo que resulta:

Ejemplo. Considérese una sucesion tal que la razén sea r =e” y el primer
término sea igual a 1. EI término n-ésimo sera:

a,=e"
y la suma de la serie sera:
N A(N+1)
e -1
Ze”1 = (F.40)
n=0 e’ -1

Cuando tomamos el limite N — o, si A >0, entonces la exponencial que
aparece en el numerador del segundo miembro de la ecuacion (1.4) tiende
también a infinito, mientras que si A <0, la suma queda:
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en/l —
2

1 e_lll
111 1
Ejemplo. Sea ahora la sucesion 1,~,~,~,...,—,... Se trata de una
pro 2'4'8"7772

i - L 1
gresion geométrica de razon igual a = . Por lo tanto:

$ 1 @Nﬂ‘l

N+1
- 1
y en el limite cuando N — o0, (—j — 0, con lo que la suma infinita
resulta: 2

N1
27T

n=0

‘ -

N |-



Glosario

Abductina, 52
Accion y reaccion, 49
Accipitridae, 10
Aceleracion, 11
angular, 30, 34, 156, 162
centrifuga, 133
centripeta, 27, 30, 133
de la gravedad en otros astros, 105
de la gravedad, 11, 31, 41, 104, 190, 269
normal, 27, 34
Organos de percepcion de la, 33
promedio, 13
tangencial, 27
Acetabulo, 124, 182
Acido lactico, 63
Acido pirtvico, 63
Acinonix jubatus, 8
Acrididae, 15, 21
Actina, 56, 68
Adimensional, Magnitud, 270
Aguila, 10, 43, 131
Alcance méaximo, 24, 191
Alometria, 277

387
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Ameba, 268
Amortiguador, 261
Amplitud, 248
de las oscilaciones forzadas, 251
Ampolla, 34
Analisis dimensional, 268
Angulo de insercion, 177, 198, 204
Antilope, 9
Aorta, 83, 322, 330
Apofisis espinosa, 186
Arafia, 51
Arco, Longitud de, 8
Ardeotis kori, 303
Ardilla, 195, 305, 313
ARNm, 138
Arquero, 19
Arquimedes, Empuje de, 129, 137, 282
Arrastre, Coeficiente de, 130, 143
Avrteria, 83, 112, 330
Articulacion, 20, 33, 52, 124, 166, 178, 186, 243
Antrépodo, 20, 160, 168, 282
Astronauta, 31, 46, 80, 110, 190
Athous, 19
Atomo, 39, 233
ATP, 63
Ave, 10, 175, 295, 305, 314, 347, 351
paseriforme, 318
Avestruz, 9, 239, 318
Avogadro, Nimero de, 39
Avutarda de Kori, 303
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AXon, 75
Longitud del, 264

Bacteria, 127, 265
Balistocardiografia, 82
Ballena, 10, 127, 265, 292, 317
Baluchitherium, 266
Bergmann, Regla de, 313
Biceps, 53, 173, 180, 217
Big Bang 39, 307
Bioestatica, 175
Biomaterial, 288

Bipedo, 168

Borelli, 166

Bdvido, 298
Braquisaurio, 266
Buceador, 127

Caballo, 9, 169, 239, 264
Caballo de vapor (unidad), 215
Cabra, 171

Cadera, 168, 174, 180

Caida libre, 31, 87, 108, 131
Calamar, 73

Calcéneo, 204

Caloria (unidad), 215
Camello, 9

Campo Centrifugo Relativo, 135
Campo gravitatorio, 47, 120
Canales semicirculares, 33
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Canguro, 9, 16, 22
Cantidad de movimiento, 69
Capilar, 321
Carpa, 66, 219
Carrera 'y marcha, 192
Catapulta, Mecanismo de, 20
Cavendish, Balanza de, 104
Cefal6podo, 77
Célula

ciliada, 34

muscular, 68

Tamafio de una, 268
Centrifuga

de entrenamiento, 31, 118

de experimentacién, 146
Centro de gravedad, 31, 94, 100, 203
Centro de masas, 77

de una persona, 166

Determinacion experimental del, 165
Cerebro, 33, 281

Tamaiio relativo del, 281
Cicléstomo, 38
Ciervo, 239
Cilindro, Area y volumen del, 273
Cinetocilio, 35
Circulacion de la sangre, 329

en ingravidez, 111
Clavicula, 176
Coclea, 36
Colageno, 54, 75
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Colibri, 219, 303, 318, 332

Columna vertebral, 185, 206
Connochaetes, 9

Cono, Area y volumen del, 377
Constante de recuperacion, 245
Constante del movimiento, 69, 152, 249
Contraccion muscular, 59

Copérnico, Sistema heliocéntrico de, 106
Coral, 282

Corazon, 39, 83, 271

Cresta ampular, 34

Cuadriceps, 67, 287

Cuervo, 318

Cyprinius carpio, 66

Chimpancé, 239
Choque, 70, 86

Damaliscus, 9

Delfin, 10

Deltoides, 176

Densidad de los animales, 254
Diéstole, 83, 334

Dinosaurio, 192, 206, 265, 282
Discos Z, 56

Dosidus gigas, 76

Eficiencia metabolica, 218
Einstein, 102, 109
Elateridae, 19
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Electronvoltio (unidad), 215
Elefante, 9, 266, 283, 293, 305, 316, 330, 339
Endoesqueleto, 263
Endolinfa, 34
Energia, 211
cinética, 219
Conversacion de la, 72, 220, 234, 312
elastica, 19, 241
metabolica, 226, 259
potencial, 220, 228, 232
quimica, 63, 235
Epifisis, 124, 184
Equilibrio, 162
en las personas, 166
Ergio (unidad), 215
Escépula, 179
Escarabajo de resorte, 20
Escherichia Coli, 266
Esfera, Area y volumen de la, 377
Esfuerzo, 88
de rotura, 88, 283
méaximo, 285
Espermatozoide, 130
Esqueleto, 20, 51, 281
Esquiador, 255
Estacion Espacial Internacional, 110
Estatocistos, 38
Estatolitos, 38
Estereocilio, 36
Estrella, 306
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de neutrones, 105
Exoesqueleto, 263
Extension plantar del pie, 173

Factor de seguridad frente a impactos, 285
Factor de trabajo, 188
Falconidae, 10
Fase, 248
Felino, 9, 180
Fémur, 122, 182, 204
Fibra muscular, 54
lenta y rapida, 63
Filamentos, 57
Foca, 10
Fosforilacion oxidativa, 63
Fractal, Modelo, 320
Frecuencia, 29
cardiaca, 330
de un oscilador, 250
Froude, Namero de, 190, 206, 271
Fuerza, 45
centrifuga, 117
centripeta, 110, 117, 213
conservativa, 224
de contacto, 114
de rozamiento, 120, 125, 130, 194, 224, 242
proporcional a la velocidad, 127, 132, 250
proporcional al cuadrado de la velocidad, 27, 130, 242, 258
de sustentacion, 302
del oscilador armonico, 245
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derivada, 51, 102, 126

elastica, 102, 114

ficticia, 134

gravitatoria, 102, 140, 223, 229

muscular, 51, 184, 216, 238, 276, 292

muscular especifica, 217

muscular y velocidad de contraccién, 61, 66, 218
periddica sobre un oscilador, 252

relativa de un animal, 292

Gacela, 19
Galago, 18, 22, 296, 308
Galgo, 9, 308
Galileo, 46
y las leyes de escala, 284
Gastrocnemio, 204
Gato, 40
Giros en caida del, 157
Gazella, 9
Gigavatio (unidad), 215
Globulo rojo, 112, 129, 321, 329
Densidad y tamafio, 129
Glateo mayor, 182
Glicocola, 20
Glucogeno, 63
Glucosa, 235
Gorrion, 318
Gramo (unidad), 47
Gravitacion Universal
Constante de la, 104



Glosario 395

Grillo, 21

Guepardo, 9

Gulliver, 272, 279, 316
Gusano, 54, 282

Halcon, 10
Halterofilia, 277
Hemoglobina, 138, 144, 280, 329
Hercio (unidad), 29, 250
Hidrégeno, Atomo de, 78
Hill

Férmula de, 62, 241

Modelo de, 237
Homeotermo, 317
Hooke, Ley de, 246
Hormiga, 292, 300
Hueso, 54, 88, 184, 283

en ingravidez, 111
Humero, 176

llion, 182, 186

Impulso o impulsién, 69

Ingravidez, 108

Inhalacion pulmonar, 327

Insectivoro, 298

Insecto, 20, 170, 198, 297

Interaccion
electromagnética, 101
gravitatoria, 102

Isometria, 272
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Isquion, 182

Julio (unidad), 213

Kepler, Johannes, Leyes de, 107
Kilogramo (unidad), 47
Kilovatio (unidad), 215
Kilovatio hora (unidad), 215
Kleiber, Max, 312

Ley de, 312, 319, 327, 339

Lagrange, Punto de, 140
Langosta, 38
Lanzamiento
de peso, 26,
de martillo, 42
Lémur, 124
Levantamiento de peso, 277
Leyes de escala, 263, 311
alométricas, 277,
isométricas, 272
Liebre, 9
Lignina, 267
Liliputiense, 272, 279, 316
Liquido sinovial, 243
Lobo, 9
Locomocion, 187
por inercia, 237
Loligo, 75
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Luna
Gravedad sobre su superficie, 190, 269

Méculas acusticas, 36
Magnitud cinematica, 69
Mamifero, 280, 290, 298, 314, 327, 337
marino, 127, 292
Marsupial, 333
Marte, 105, 144
Masa (inercial), 47
McMahon, Modelo de, 319
Medusa, 38, 77
Megavatio (unidad), 215
Metabolismo, 311
aerobio y anaerobio, 66
Metro (Unidad), 4
Microcebus, 124
Microorganismo, 127
Mioblasto, 68
Miofibrilla, 55
Mioglobina, 52
Miosina, 56
Mitocondria, 263, 318
Moho del fango, 2290
Molusco, 38
bivalvo, 52, 60
Momento, 69
Conservacion del, 68
Momento angular,
Conservacion del, 152
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respecto de un eje, 150
Momento de inercia, 149

de un cilindro, 156

de un disco, 196

de una esfera, 197

de una moneda, 197

de una puerta, 151

de una varilla, 151
Momento de una fuerza, 152
Momento lineal, 69
Mono antropomorfo, 282
Montafia rusa, 221
Motoneurona, 251
Movimiento

bidimensional, 22

circular, 28, 110, 148

finito, 231

infinito, 231

parabolico, 22, 85

unidimensional, 3

uniforme, 12

uniforme y rectilineo, 12, 46, 80

uniformemente acelerado, 22
Muelle, 204, 247
Murciélago, 278, 302, 325
Musarafa, 283, 322, 335
Mdusculo

antagonista, 52, 179, 217

cardiaco, 55

en ingravidez, 111
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esquelético, 54
estriado, 56
extensor, 52, 258
flexor, 52, 178
liso, 55
Mycoplasma, 265

Neurona, 264
motora, 55
Newton
Carro de, 97
Constante de, 103, 306
Fuerza de, 104
Leyes de, 59, 82, 134, 148
Newton (unidad), 48

Nu, 9

Orbita
de los cometas, 106
de los planetas, 106
terrestre, 106
Oreotragus oreotragus, 171
Oscilaciones
amortiguadas, 250
forzadas, 250
Oscilador arménico, 245
Periodo del, 249
Osmosis, 290
Otoconios, 37
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Otolitos, 37
Oxigeno
Concentracion en sangre, 334
Consumo de, 217, 243, 299, 311, 316, 326

Palanca, 171
Paloma, 333
Pandeo, 288
Par de fuerzas, 162
Paracaidas, 90, 132, 143
Pascal (unidad), 60
Paso
antélgico, 185
Frecuencia de, 188
Longitud de, 187, 192, 206
Patinadora, 155
Pectinidae, 53
Pelvis, 185
Péndulo
Periodo del, 269
Péndulo invertido, Modelo del, 190
Periodo, 29
Periodo de gestacion, 271
Perone, 204
Peciolo, 321
Pez, 38, 66, 127
Philaenus spumarius, 19
Pinguino, 318
Pinzdn, 318
Pipistrellus pipistrellus, 333
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Planck, 306
Plasma sanguineo, densidad y viscosidad, 129
Poiquilotermo, 317
Potencia, 214
metabdlica, 237, 259, 299
muscular, 218
muscular especifica, 241, 253
Potencial
Curvas de, 231
Precesion de los equinoccios, 108
Presion
arterial, 322, 330
Primate, 22, 124, 169, 195, 207, 239, 281
Proceso semilunar, 20
Propulsion a chorro, 73
Pubis, 182
Pulex, 19
Pulga, 16, 22, 295
Pulsacion, 248
Punto de retorno, 229, 246

Quitina, 54

Rana, 18, 60, 97

Raton, 9, 61, 265, 288, 305, 316

Rayleigh, Lord, 306

RCF, 135

Regla del sacacorchos, 2, 152, 362
Rendimiento mecénico del metabolismo, 237
Reptil, 38, 281, 300, 333
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Resilina, 19, 254
Resonancia, 252
Reynolds, Numero de, 126, 130, 271
Ribosoma, 137
Rifiones, 8112, 325
Ritmo cardiaco, 280, 331
Ritmo metabolico, 311, 324
Roedor, 43, 279
Rotor, 133
Rotura por compresion, 88
Rozamiento
Coficiente de, 121
Coficientes estatico y dindmico, 122, 199, 243
de un soélido en un fluido, 128

entre dos superficies solidas, 121

Sistole, 83, 334
Séleo, 204
Sacro, 186
Sacroespinal, Mdsculo, 186
Séaculo, 33, 111
Saltamontes, 15, 21, 60
Salto
con pértiga, 256
de altura, 17, 227
de longitud, 86
de trampolin, 157, 198
en tirabuzoén, 159
en vertical, 15
mortal, 158, 199



Glosario 403

Sarcomera, 56, 61
Satélites artificiales, 110
Schistocerca gregaria, 21
Sciurus, 124
Secuoya gigante, 267
Sedimentacion, 129
Coficiente de, 137
en un gradiente de densidad, 135
Segundo (unidad), 5
Selasphorus scintilla, 332
Semejanza
elastica, 286, 319
estatica, 284, 290
geométrica, 277, 285
Sinovial, Liquido, 122
Siphonaptera, 16
Sistema aislado, 68
Sistema circulatorio, 320, 329
Sistema de referencia, 2
bien orientado, 2
inercial, 45
no inercial, 109
Sistema Internacional de Unidades (SI), 4, 18
Sistema respiratorio, 324
Sorex cinereus, 334
Stokes, Ley de, 128, 132
Suncus etruscus, 331
Supeficie
de sustentacion, 167, 189
Regla de la, 312
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Svedberg (unidad), 137

Tamario de los organismos, 315
Tasa metabolica, 234, 313
basal, 234, 313
de campo, 312, 339
en reposo, 234, 313
especifica, 316, 328, 336
méaxima, 324
media, 236
Tendén, 54
de Aquiles, 167
Tension
de una cuerda, 116
superficial, 263
Tettigoniidae, 21
Tibia, 88, 90, 204
Tiburén, 10
Tiempo
de circulacién de la sangre, 324
fisiologico, 325
medio de vida, 325
metabdlico, 325
Tierra, 61
Giro alrededor del Sol, 5, 30
Longitud del meridiano, 4
Masa de la, 50
Velocidad de escape, 31
Tigre, 308
Tiro bombeado y rasante, 25
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Tobillo, 88, 166
Tortuga, 61, 66, 188, 282
Triceps, 53, 172, 179, 204, 217
Trabécula esponjosa, 184
Trabajo, 211

del corazon, 333

muscular, 225, 298
Trampolin, 159
Transicion marcha-carrera, 190

Trayectoria, 3, 6, 12, 23, 27, 85, 105
cinematica, 23
geométrica, 23
parabolica, 34, 85
Trocanter mayor del fémur, 183
Tronco de un arbol, 289

Ungulado, 290
Unidad Astronémica (UA), 107, 140
Unidad motora, 45
Unidades

de longitud, 4

de masa, 47

de tiempo, 5

Sistema Internacional, 5, 47
Utriculo, 37, 111

Vértebra, 54, 187
lumbar, 187
Vatio (unidad), 214
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Vector
posicion, 2, 6, 28
unitario, 26, 103
Velocimetro,
Velocidad, 6
angular, 28, 35, 119, 137
de contraccion muscular, 251
de despegue, 16, 297
de desplazamiento de los animales, 8
de escape, 31
de sedimentacion, 129
de transicion marcha-carrera, 190
del flujo sanguineo, 323
instantanea, 7
limite, 91, 128, 131, 190, 244
Vestibulo, 33
Virus, 265
de la polio, 138
Viscosidad, 126, 323

Zancada, 188, 191, 238
Zorro, 9
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